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KK-ly thuyét 1a mot bo phan quan trong cua K-1y thuyét vh mot cidch tuy nhién ta
sé¢ diém qua lich st phét trién cia K-ly thuyét. Cha dé cia K-ly thuyét la Alexander
Grothendieck , ong da dwa ra y tudng vé K-nhém trong mot cong trinh ciia minh trong
hinh hoc dai s6 vao khoang cudi nhimg nam 1950. Nam 1959, Michael Atiyah va Friedrich
Hirzebruch da xay dung K-ly thuyét trong topo (xem [2]). Song song vdi sy ra doi cla
K-ly thuyét topo , K-y thuyét dai s6 da duge Daniel Quillen xay dung. Ngay trong thoi
gian nay, K-ly thuyét da ddnh diu vai tro ctia né trong giai tich véi sy xudt hién cia dinh
ly chi s6 Atiyah-Singer (xem [3]) va chinh dinh 1y nay da md d&u cho sy phét trién clia
K-ly thuyét toan tir, titc K-ly thuyét trén pham tri1 cdc C*-dai s6 . Nam 1980, Gennadi
Kasparov da tong quat héa BDF-ly thuyét, K-1y thuyét toan tir va cho ra doi K K-ly
thuyét hay con goi 1a K-song ham tit (xem [32]). Hién nay nhimg nghién ciru vé K K-ly
thuyét dang phét trién manh mé bdi vai trd quan trong cia né trong 1y thuyét cla cic
toan tir elliptic tong quét (xem [24, 33]), gia thuyét Novikov (Kasparov da sit dung K K-ly
thuyét dang bién dé ching minh gid thuyét Novikov cho trudng hop cic nhém con roi
rac cua mot nhém Lie, xem [34, 26]), trong gia thuyét Bauu-Connes (xem [51] hodc [4,
Muc 24.4]) va dac biét trong Vat ly vdi ly thuyét phan loai cic D-mang (xem [53]hodc
[28, Phan IJ).

Lich sir ra doi cia K K-ly thuyét

K-y thuyét phitc 13 mot ly thuyét doi dong diéu suy rong trén pham trii cdc khong gian
Hausdorff compact. Mot cidch ty nhién nguoi ta mong muén tim dwgc mot 1y thuyét
dong dieu tuwong ung va 1y thuyét dong dieu dé duoc goi 1a K-dong diéu. Xuat phat tir
thuc t€ rang nhém dong dieu Ko(X) da duoc xay dung nho ddi ngdu Spanier-Whitehead
(xem [52]) trong truong hop cia mot phirc hitu han X, nam 1968 Atiyah (xem [1]) da
dat ra bai todn vé tim mot dinh nghia bang 1y thuyét todn tir cho ham tir K-dong diéu
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trén pham trit cdc khoéng gian Hausdorff compact. Bang cich tong quat hda khai niém

cic toan tir Fredholm, Atiyah da dwa ra khai niém sau

Cho X la mét khong gian Hausdorff compact, ky hiéu EIl(X) la tdp tdt cd cdc b ba
(00,01, T), trong do o; la biéu dién cia C*-dai s6” giao hodn C(X) trén khong gian Hilbert
H; (i = 1,2), T la mot todn ti Fredholm tir Ho vao Hi sao cho Too(f) — o1(f)T la cdc
todn ti compact tu Ho vao Hy vdi moi f € C(X).

Trong truomg hop X 1a cac phire httu han 6ng da xay dung duoc mot anh xa tir Ell(X)
vao Ko(X), nhém K-déng diéu clia X, va chiing minh duoc 4nh xa nay 1a mot toan dnh.
Tuy nhién Atiyah da khéng chi ra duoc mot quan hé tuwong duong trén Ell(X) dé khi
chia thuong cho quan hé dé ta thu dugc song dnh vao Ko(X).

Nam 1977, Brown, Douglas v Fillmore (xem [6]) da dua ra cau tra 161 dau tién cho
bai todn trén cia Atiyah khi cdc 6ng nghién ctitu nhém md rong Ext(X) cua cic C *-méb
rong co dang

0—-K—-F—-C(X)—0 (0.1)

trong dé K 1a C*-dai s6 cac toan tir compact trén mot khong gian Hilbert vo han chiéu
tach duoge, X 1a mot khong gian Hausdorff compact, va da ching minh duoc rang trong
truong hop X 1a mot phic htu han tht Ext(X) ~ K (X).

Bai todn tiép theo dwoc dit ra la ¢é thé thu dwoc mot két qua md rong cia BDF-ly
thuyét ddi véi cde C*-md rong & dang tong quat sau day hay khong?

0—-B—-X—-A—-0 (0.2)

trong dé A, B 1a cidc C*-dai s6 bat ky. Puoc khich 1é boi cic két qua ting dung BDF-ly
thuyét dé nghién citu ciu tric cla cdc C*-dai s6 clia D6 Ngoc Diép (xem [11]), nam 1980
Kasparov da thanh cong trong viéc mé rong két qua cia Brown, Douglas va Fillmore cho
truong hop cidc C*-md rong cé dang (0.2) (xem [32]). Ong da dua ra dinh nghia vé mot
song ham tir K K-ly thuyét va chi ra rang nhém Ext(A, B) cla cac C*-md rong c6 dang
(0.2) dang cau v6i nhém K K'(A, B) do éng xay dung trong truomg hop A 1 mot C*-dai
s6 tach duoc va B la mot C*-dai s6 hat nhan 2. Nhu viy bang viéc dé xuat khai niém

K K-ly thuyét Kasparov da giai quyét tron ven bai todn do Atiyah dit ra.

. 9 ~ AN A PN ’
Lich s van dé can nghién cuu

~ , N e N , ’ ~ oA ,
LAy ¥ tudng tir sy ra doi cia co hoc lwong t ma trong dé, ding trén quan diém toin

N N ’ . N . , , \ A~ ~ ~ . A~

hoc, viéc nghién citu dai s6 giao hodn cia cdc ham trén mot khong gian trong co hoc co

A . [N PN ’ , . ~ A~ . , , , ~
dién duoc thay thé boi viéc nghién ciru cac dai s6 khong giao hoan cia cic todn tir trén

2 Xem Phu luc A.6
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mot khong gian Hilbert, nam 1983 nha toan hoc nguoi Phap Alain Connes® da dé xuat
chuong trinh hinh hoc khéng giao hoan.

Trong chuong trinh nay cidc nha todn hoc da xay dung duoc hang loat cic doi twong
khong giao hodn twong dng véi cdc ddi twong trong hinh hoc ¢6 dién. Ta sé diém qua
mot s6 moc lich st déng vai trd quan trong trong sur ra doi cia chuwong trinh hinh hoc
khong giao hodn. Nam 1943, Gelfand-Naimark[22] da chimg minh dugc ring cé mot déi
ngau gitta cac C*-dai s6 giao hodn véi cic khong gian Hausdorff compact dia phuong
va tir d6 moi C*-dai s6 khong giao hodn duwoc coi nhu twong ting véi mot khong gian
hinh hoc “khong giao hodn”. Nam 1962, Serre-Swan?[54] chi ra rang cdc phan thé vécto
trong hinh hoc ¢6 dién c¢é thé duoc thay thé bdi cdc module xa dnh hitu han sinh va tir
dé dat co sd cho viée xay dung phién ban khong giao hodn cia K-ly thuyét topo 1a K-ly
thuyét todn tir. Dén nam 1987, Woronowicz[64] da xay dyng cdc nhém luong tir ma tran
compact, m& dau cho 1y thuyét vé nhém lwong tir, d6i twong duoc coi nhu phién ban
khong giao hodn ctia nhém c6 dién. Nam 1980, Kasparov[32] da xay dung thanh cong
phién ban khong giao hoan cia BDF-ly thuyét 13 K K-ly thuyét. Nam 1983, nhiing cong

trinh dau tién cia Connes vé hinh hoc khong giao hodn dwgc xuat ban (xem [56)).

Chuong trinh hinh hoc khong giao hodn hién nay van la mot bai todn mo 1én. NG doi
hoi cdc nhd todn hoc xay dung v nghién citu cdc doi twong khong giao hodn twong ting
véi cc d6i twong co dién. Trong hudng nghién cifu nay Dd Ngoc Diép da xay dung vi
nghién ctiu thanh cong hang loat cic doi twong khong giao hodn nhw dic trung Chern
khong giao hodn, dac trung Chern-Connes khong giao hoan (xem [14, 15, 16]), dinh ly
Riemann-Roch, dinh 1y chi s6, d6i dong diéu Céch khong giao hoan (xem [17, 18]), ing
dung cta phuong phdp hinh hoc khong giao hoan vao nghién ciru cic C *-dai s6 nhém
(xem [12, 13]), dong thoi dng cliing dang xay dung mot s6 cdc doi tugng khong giao hodn
khac nhu CW-phic khong giao hoan, phan thd Serre khong giao hoan (xem [19]), cac
khung khong giao hoan (xem [20]). Van dé nghién citu cia ludn van la sy néi tiép céc
cong trinh néu trén cia D6 Ngoc Diép. Trong ludn van nay ching t6i sé dé xuat khai niém
va nghién citu cau tric cia cdc C'*-dai s6 cua khong gian thuan nhat, cidc khong gian nay
duoc coi nhw phién ban “khéng giao hodn” twong ting véi cdc khong gian thuin nhat ¢o

dién va do @6 cing dwoc goi 1 cdc khong gian thuin nhat khong giao hodn.

2, 9 , . ~o 9 ~ =
Két qua chinh va ndi dung cua luan van

Két qua chinh cia luan van bao gom

3 Ong dugc trao tang giai thudng Fields nam 1982
4 Thyc chét la trong mét cong trinh clia Swan tuy nhién Serre da dua ra ¥ tudng tir trudc dé
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¢

K&t qua dhu tién cla ludn van 1 dua ra mot chiing minh khéc cho khang dinh ring
K K-y thuyét 13 mét tong quat héa clia K-y thuyét. Dé thue hién diéu ndy ching toi
st dung dinh ly Voiculescu-Kasparov[31] dé xay dung cu thé moét *-dong cau hiit roi
tir A6 thue hién viéc tinh todn truc tiép cdc dai s6 doi ngau trong doi ngau Thomsen

N A X \ A~ N ’ .
va 4p dung doi ngau nay dé suy ra két qua can chimg minh.

Két qua chinh ti€p theo & viéc nghién ciiu cau tric cia khong gian thuan nhat khong
giao hoan C7 . Viéc nghién citu nay duwoc bat dau bang viéc mo ta cau tric cia cée
khong gian thuan nhat va C*-dai s6 nhém tuwong tng. Bang viéc chiing minh mot s&
két qua lién quan dén cdc him hé s6 ma tran ching t6i thu dwoc mot mo ta thu gon
cia C*-dai s6 C*(SU(m)) va tir d6 dé xuit cdc khai niém C*-dai s6 cla khong gian
thuan nhat. Sau dé bang viéc st dung cac k¥ thuat cia dai sd toan tir ching toi ching
minh duge C*-dai s6 Cj ; 1a mot AF-dai s6 va tir d6 thu dwoc moé ta o mic do K-ly
thuyét ctia C*-dai s6 nay.

No6i dung chinh cia luan van bao gom

¢

Phin md dau gisi thiéu tong quan vé lich st ra doi cta ddi twong lam viéc chinh, xuét
st cila van dé can nghién citu va noi dung chinh cla ludn van.

Chuwong mét cia ludn van trinh bay tong quan vé K K-ly thuyét dang bién, két qua
clia Mayer-Thomsen trong viéc nghién cttu tinh 6n dinh cta K K-ly thuyét dang bién
vh d61 ngdu Thomsen trong K K-1y thuyét dang bién. Déng gép cla ching t6i trong
chuong nay 1a st dung d6i ngdu Thomsen trong K K-1y thuyét dang bién dé dua ra
mot chiing minh khéc cho khang dinh ring K-ly thuyét la mot truomg hop riéng cla
K K-ly thuyét.

Chwong hai trinh bay két qua nghién ciu chinh cia luan van . Trong chuwong nay
ching toi trinh bay céc két qua lién quan dén cau tric cua cdc khong gian thuan nhat
SU(n +k)/SU(n) va C*-dai s6 nhém C*(SU(m)) lam co s& cho viée dé xuat y tudng
vé cac C*-dai s6 clia khong gian thuin nhat. Ti€p dé ching toi chiing minh mot loat
cac két qua lién quan dén cidc ham hé s6 ma tran va tir dé thu duoc sy mo ta cau tric
cia C*-dai s6 cta khong gian thuan nhat C, & mic do K-ly thuyét.

Phu luc cia ludn van trinh bay nhimg kién thic co ban vé cac C *-dai s6 va C*-module
Hilbert 1am nén tang cho viéc xay dung ly thuyét duoc trinh bay trong phan chinh

cta luan van.
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1.1 Su ra doi v phét trién cia K K-ly thuyét dang bién

K K -1y thuyét dang bién la mot bo phan quan trong clia K K-1y thuyét, duoc dé xuit vio
nam 1988 bdi Kasparov khi éng muén tim mot phién ban dang bién cla K K-1y thuyét
khong dang bién do chinh éng dé xuit véi muc dich ban d4u 1a nghién ciu gid thuyét
Novikov (xem [34]).

Déi véi K K-y thuyét dang bién véi tdc dong cia mot nhém compact thi moi két qua
thu duoc tir K K-ly thuyét khong dang bién dwoc suy ra mot cach tre tiép va da duoc
chinh Kasparov xay dung (xem [32]). D6i v6i truomg hop nhém tdc dong chi thoa man
tinh chit compact dia phuong va tién dé dém duoc thit hai thi moi sy tong quat héa la
khong tam thuong. Ly do chinh cla sy khé khan nay 1a dinh 1y 6n dinh cia Kasparov
cho trudong hop khéng dang bién (xem [31, Dinh ly 2]) khong con dung trong truong
hop nhém tac dong la mot nhém compact dia phuwong nita (xem [39, Muc 1]). Nam 2000,
Meyer da dé xuit mot ¥ tudng dé khic phuc khé khan trén khi éng doi hoi tdc dong trai
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cia mot C*-dai s6 trén mot bo ba Kasparov twong ing phai c¢d tinh chat ¢t yéu! (xem
[39]). Bang cach nay oéng da thu dwoc rat nhiéu két qua quan trong nhw ching minh
dugc bie tranh Cuntz cho truong hop K K-ly thuyét dang bién (trwdong hop khong dang
bién xem [10]), dwa ra mét chiing minh khéc cho tinh chat la mot ham tir d6ng luan, 6n
dinh, ché, khép phd dung cla K K-1y thuyét dang bién.

D¢ lam 16 ¥ nghia cla noi dung duoc trinh bay trong chuong nay, ta tém tit nhimg
déng gép chinh cia Klaus Thomsen cho viée phat trién K K-ly thuyét dang bién. Déng
gép ddng ké dAu tién cla Thomsen la viée 6ng da ching minh duoc tinh chit 1A mét
ham tir d6ng luén, 6n dinh, ché, khép phé dung ciia K K-ly thuyét dang bién (xem [58]).
K& dén nam 2000 éng da ching minh duoe phién ban dang bién két qua cta Kasparov
vé mdi quan hé gitta K K-y thuyét va ly thuyét md rong cla cdc C*-dai s6 (xem [59]).
Nam 2005, Thomsen da nghién cttu nhimg ciu tric on dinh clia K K-ly thuyét dang bién
do Meyer dé xuat, ma trong cau tric dé cac phan tir cia K K-nhém duogc dac trung boi
céc bo ba Kasparov co ban va c6t yéu (xem [39, Bé dé 3.3]), nho d6 6ng da chimg minh
duoc tinh 6n dinh cla cic phin t trong K K -nhém véi “nhiéu” cla cic bd ba Kasparov
suy bién vh d6ng thoi st dung két qua nay dé ching minh mot ddi ngau? gita K K-ly
thuyét dang bién clla mot cip G-dai s6 vi K-1y thuyét cla mot C*-dai s§ twong tng
(xem [61]).

Noi dung cua phan nay cia luan van sé hudng vio muc tiéu mo ta theo hudng nghién
cttu cta Thomsen cau tric clia K K-ly thuyét ddng bién nhu da ndi & trén. Cdc tai liéu
(29, 61, 34] 1 nhimg thi liéu chinh dé tim hiéu vé K K-l thuyét dang bién. Trong toan
bo chwong nay ta luén gid st G 13 mot nhém compact dia phuong thoa man tién dé dém
duoc thu hai.

1.2 Cdc cau tric dang bién

ny e . . a2 VI .

1.2.1 Mot sb cau tric C*-dai s6 dang bién va C*-module Hilbert

2 .
dang bién
Phin ndy cla ludn van sé trinh bay viée xay dung cdc cdu tric dang bién cla céc doi
twong khong dang bién twong tng. Phin kién thite chuén bi cho muc nay lién quan dén
céc ciu tric khong dang bién duge trinh bay trong Phu luc B cla luan vén.
G-dai s6

! Xem dinh nghia 1.9
2 Ta sé ban vé d6i ngAu ndy & chwong ti€p theo
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Ching ta sé bit ddu véi khai niém vé mot G-dai s6, 1a phién ban dang bién clia mot
C*-dai s6 khong dang bién.
Dinh nghia 1.1 (G-dai s8). Mot G-dai s6"la mot cip (A, a) trong dd A la mét o-unital

C*-dai s6® va a : G — Aut(A) la mot dong cdu nhdm sao cho dnh xg G > g — ay(a) lién

W s .
tuc theo chudn voi moi a € A.

Nhén xét. Tir dinh nghia cla mot G-dai s6 , cho trude hai G-dai s6 A va B ta c6 thé cho

tich tensor cuc titu A ®, B (xem Phu luc A.6) ciu tric clia mot G-dai s6 nho tac dong:
g.(a®b) =g.a®g.b (1.1)

véi moi g € G,a € Ab € B.

G-module Hilbert

Tiép theo 1 khai niém vé mot G-module Hilbert, phién ban dang bién cia C *-module
Hilbert.

Dinh nghia 1.2 (G-module Hilbert). Cho (B, 3) la mét G-dai s6” . Mot B, G-module
Hilbert la moét cdp (E,v), trong do E la mét B-module Hilbert va v la mét biéu dién cia

G vao khong gian cdc phép bién doi tuyén tinh trén E sao cho

o Anh za G x E 3 (g,e) — vy(e) lien tuc.
o v (e.b) = v,(e)By(b) voi moi g € G, e € E, be B.
o (vg(€), vy(f)) = By({e, f)) vdimoi g € G, e, f € E.

Nhan xét. Gia su (B, 3) 1 mot G-dai s6, (E,v) va (F,w) la cdc B, G-module Hilbert.
Téc dong v vh w ciia G cam sinh mot tdc dong cia G trén Lp(E, F), khong gian céc
toan tir kha lién hop tir B-module Hilbert E vao B-module Hilbert F', theo cong thic
g.L=wyLv, .

Dinh nghia 1.3 (G-module Hilbert phan béac). Cho B la mét G-dai so. Mot B, G-
module Hilbert phan bdc la mot B-module Hilbert phdn bic * sao cho tdc dong cia nhom

G trén E bdo toan bdc cua sy phan bic trén E.

Vi du 1.1 (Tich tensor trong dang bién). Gid st A 1a mot G-dai s6 , E 1d mot B, G-module
Hilbert, ¢ : A — Lp(E) la mot *-dong cdu dang bién. Trong Phu luc B.3 ta da xay dung

tich tensor trong phan bac A® E. Ta dinh nghia mot tic dong cia G trén A ® E nhu sau
¢ ¢

3 Xem Phu luc A4
4 Xem Phu luc B2



1.2. Cdc cdu tric dang bién 5

g(a®e)=ga®ge(ge G, ac A ecFE).
¢ ¢

Dé dang kiém tra duoc ring véi tac dong trén cla G thi AQ E trd thanh mot B, G-module
)
Hilbert .

G-module Hilbert L*(G, FE)

Cho B la mot G-dai s6 va (E,v) 1a mot B,G-module Hilbert. Ky hiéu L?(G, E) 1a khong
gian vécto phitc cac him f : G — E binh phuong kha tich theo nghia tich phan theo do
do Haar tréi trén G cta ham f t6n tai, tic 1 [ || f(g)]|*du(g) < oo.

G

Trang bi cho L?(G, E) cau tric mot B-module nhu sau (f.0)(g) = f(g)b véi moi f €

L*(G,E), be B, g € Gvatich trong (f,h) = [(f(g),h(g))du(g) véi moi f,g € L*(G, E).
e
Dé dang kiém tra vdi cc cau tric trén thi L?(G, E) trd thanh mot B-module Hilbert. Bé

L?*(G, E) tré thanh mot B,G-module Hilbert ta ti€p tuc trang bi cho L?(G, E) mot tac

dong v ® A cia nhém G theo cong thitc sau

(v ®MN)ef(s) = v f(t's)

véi moi f € L*(G, E), t,s € G. D& dang kiém tra khi d6 (L?*(G, E),v® \) trd thanh mot
B,G-module Hilbert.

EOO

Cho E la mot B,G-module Hilbert. Ky hiéu E*° la khong gian vécto phuc cac day

(e1,e2,€3,...) Véicice; € E,i=1,2,...sao cho chudi 3 (e;, ;) hoi tu theo chuan trong
i=1
B. Dé dang kiém tra rang E*° trd thanh mot B-module Hilbert néu ta trang bi cho E®

cau tric B-module vdi
(e1,eg,€3,...).b = (e1.b,ea.b,e3.h,...)

va tich trong
[ee]

<(617627637 - ')> (fl; f2> f3> - )> = Z<6i> fl>

=1
voi HlOl (61, €9,€3, .. .), (fl; fg, fg, .. ) € Boo’ beB.

Ta ti€p tuc trang bi cho £ ciu tric cia mot B, G-module Hilbert véi tdc dong dudi
day cta nhém G

t.(61, €9, €3, .. ) = (t.el, t.eg, t.eg, .. )

v6i moi (ey, €9, €3,...) € E¥, t € G. Khi dé E™ c¢6 cau tric cia mot B, G-module Hilbert.
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B, G-module Hilbert dém dugc sinh

Dinh nghia 1.4. M¢t B, G-module Hilbert E dugc goi la dém duoc sinh néu ton tai mot

tap dém duoc phin tu M cua E sao cho bao tuyén tinh cua M B triu mdt trong E

Vi du 1.2. Gia st B 1a mot G-dai s6 . Khi d6 né 1a mot o-dai s6, tir d6 mot cach truc tiép
suy ra duoc B la mot B, G-module Hilbert dém duoc sinh trong dé tap con dém duoc

trll mat trong B chinh 14 day don vi xap xi cua B.

1.2.2 Tinh 6n dinh vh G-0n dinh cla cic G-dai s8

G-dai s8 6n dinh

Goi K la C*-dai sd clia cac toan tir compact trén khong gian Hilbert /5. Xem K 14 mot
G-dai s6 véi téc dong tam thuong cia nhém G. Khi d6

Dinh nghia 1.5. Mt G-dai s6' B duoc goi la 6n dinh néu cdc G-dai s6’ B va B® K dcfng

cdu vdi nhau.

G-dai s3 G-n dinh

Goi K¢ 1a C*-dai s6 clia céc toan tr compact trén khong gian Hilbert L?(G). Goi X 1a
biéu dién chinh quy trai ciia nhém G trén L?(G). Khi d6 (Kg, Ad\) trd thanh mot G-dai
s6 . Ky hiéu K¢ 1a G-dai s6

(K ® Ko, idg ® Ad)).

Khi d6 ta c6 dinh nghia mot G-dai s6 G-6n dinh nhu sau

Dinh nghia 1.6. Mot G-dai s6° A duoc goi la G-6n dinh néu cdc G-dai s6° A va A ® Kg

2 o
dang cdu voi nhau.

Dinh 1y sau day clia Meyer la méau chSt cho viéc nghién cifu tinh on dinh héa cic phin

tr cua K K -nhém cia Thomsen.

Dinh ly 1.1 ([39)). Cho A va B la cic G-dai s6, A la G-0n dinh, E la mét B, G-module
Hilbert dém duoc sinh v ¢ : A — Lg(E) la mét *-ddng cdu ding bién sao cho p(A)E = E.

Khi do ta co dcfng cdu gitta cic B, G-module Hilbert sau

E o L*(G,B™) ~ L*(G, B™).



1.8. Su én dinh héa K K-y thuyét dang bién 7

Nhu d& ndi trong Muc 1.1, dinh 1y én dinh cta Kasparov trong truomg hop khong dang
bién néi chung khong con ding trong trudmg hop dang bién nita. Tuy nhién dinh 1y sau

day cho ta mot truong hop ma dinh 1y én dinh d6 ding.
Dinh ly 1.2. Cho A va B la cdc G-dai s6° G-6n dinh, E la mot B, G-module Hilbert dém
dugc sinh va ¢ : A — Lg(E) la mét *-dong cdu dang bién sao cho o(A)E = E. Khi dd ta

co dcfng cu gita cdc B, G-module Hilbert sau
E®B~B.
Chitng minh. Chd ¥ rang cdc dang cAu trong ching minh nay sé duoc hiéu 1a dang ciu
gitta cdc B, G-module Hilbert . Vi B 1a C*-dai s6 G-6n dinh nén né 6n dinh. Do dé nho
[29, Bo dé 1.3.2] ta c6
B> ~ B. (1.2)
Mat khic do B 1a G-6n dinh nén theo [61, B6 dé 2.6] ta c6
B~ [*(G, B). (1.3)
K&t hop Dinh 1y 1.1 va cdc biéu thiic (1.2), (1.3) ta 6
E®B~FEa®L*G,B)~FEa®L*G, B®)
~ [*(G,B>) ~ L*(G, B)
~ B.

1.3 Su 6n dinh héa K K-ly thuyét dang bién

Ph#n nay cla luan van sé nghién ciu viéc don gian hda khdi niém cia K K-ly thuyét
dang bién thong qua viéc nghién cfu tinh on dinh cia cdc phan ti trong cdc K K-nhém
v6i “nhiéu” cla cidc phan tir suy bién va dac trung cla ching bdi cac bo ba Kasparov co
ban v ¢ot yéu. C6 thé tham khao thém cic cach don gidn hdéa cho truomg hop khong
dang bién trong [4, Muc 17.4] dé thay rang cong viéc don gidn hdéa & day dugc tién hanh
theo mot hudng khéc, trong dé mot trong nhimg cong cu chinh la cac lién thong duoc
dé xuét boi Connes va Skandalis (xem [8]). Trong muc nay ta luén gia st A va B la céc
G-dai s6, A tach duoc vi B 6n dinh.

1.3.1 Truomg hop chan

Trong phin nay ta sé nghién cfu sy 6n dinh trong trudng hop chin, tic trudng hop cic

bo ba Kasparov 1a chan.
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Nhém K KY%(A, B)

Dinh nghia 1.7 (B6 ba Kasparov chan). Mgt by ba Kasparov chan cho hai G-dai s6" A
va B la mot bo ba doi tuong (E,, F), trong do E la mot B, G-module Hilbert dém dugc
sinh phdn bic, p : A — Lp(E) la mot *-dong cdu dang bién dnh za A vao cdc phin ti bac
0 cia L(E) va F la mot todn ti bac 1 trong Lg(E) sao cho

(F* = F)e(a), (F* = 1)p(a), Fola) — p(a)F, (9.F — F)p(a) € Kp(E)

vdi moi a € Awva g € G.
Téap hop moi b ba Kasparov chan cho hai G-dgi s6” A va B dugc ky hiéu la Eg(A, B).

B¢ ba Kasparov chan (E, ¢, F) dugc goi la suy bién néu

(F* = F)p(a) = (F? = 1)p(a) = Fo(a) — ¢(a)F = (9.F — F)p(a) =0

vdi moi a € Awva g € G.

Tdap hop cdc bo ba Kasparov chan suy bién cho hai G-dai s6" A va B duogc ky hiéu la
Da(A, B).

Ta sé dinh nghia mot s6 khdi niém co ban trén cic bo ba Kasparov chdn nhu sau:

Hai bo ba Kasparov chan &1 = (E, 1, F1) v € = (Fs, 9, F3) cho hai G-dai s6 A
va B duoc goi la ddng cdu véi nhau, ky hidu 1a £ ~ &, néu ton tai mot dang cau
( : By — E, gita cac B, G-module Hilbert sao cho Sg,0( = (o0 Sg, Fro( = (o F; va
@a(a)o ¢ = Copi(a)(a € A), trong A6 Sk, va Sk, 1an luot 14 cdc todn tir phan bac cia
cac B, G-module Hilbert F; va FEs.

Hai bo ba Kasparov chan &y = (Ey, @o, Fo) va & = (E1, @1, F1) cho hai G-dai s6 A va
B duoc goi 1a dong ludn todn tu véi nhau, ky hiéu 1a £y ~on €1, néu ton tai mot ho cic bo
ba Kasparov chan (E, ¢, G,), t € [0,1] cho A v B sao cho anh xa [0,1] 2 ¢ — G, lién tuc
theo chudn, (E, ¢, Gy) dang cau vdi (Eo, @0, Fy) va (E, ¢, G1) dang ciu vdi (Ey, @1, F1).

Téng truc tiép clha hai bo ba Kasparov chan £; = (Ey, o1, F1) va & = (E,, ¢o, F3) cho
hai G-dai s6 A va B 14 bo ba Kasparov

E1DE = (B, 01, F1) @ (Ey, 2, Fy) = (E1 @ Ea, 01 @ @2, F1 @ ) (14)

trong d6 E; @ E, duoc phan bac bdi todn ti phan béc 1a tong truc ti€p cic todn tir phan

bac cua E; va Es.

Dinh nghia 1.8 (Nhém K K-ly thuyét ding bién chin). Ta dinh nghia mét quan hé
trén BEg(A, B) nhu sau: Hai b ba Kasparov chan &1,& € Eq(A, B) dugc goi la ¢d quan hé
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~ ki VO nhau, ta viet E ~ i E, néu ton tai cdc bo ba Kasparov chan D1, Dy € Dg(A, B)
sao cho
& @ D1 ~on E @ Ds.

Do quan hé ~oy la mot quan hé tuong duong nén ~ kg la mot quan hé tuong duong trén
Eq(A, B). Khi do ta goi KK2(A, B) la thuong cua Eg(A, B) doi vdi quan hé tuong duong
~NKK, ta co

KKY(A, B) = Eg(A, B)/ ~xx= {€ : € € Bo(A, B)}

trong do
= {.7: € Eg(A,B) F ~rk 5}

Ta dinh nghia mot phép toan cong trén K K2 (A, B) nhu sau: Véi hai phan tir bat ky
V1,109 € KKX(A, B), gid st & va & 1a hai bo ba Kasparov chén lan lugt thudc ¢; va 1.
Ta dinh nghia tong cla hai 16p 11 v ¥, ky hiéu 13 ¥ 4+ 15, 1 mot 16p twong duong theo
quan hé ~ g v6i dai dién 1a bo ba Kasparov chin &, @ &. Do tong hai bo ba Kasparov
chan suy bién la mot bo ba suy bién va néu &1 ~oy &1, E ~on E4thi E1BE ~on E; BE

voi moi &1, &1, &, &) € Eq(A, B), nén dinh nghia phép cong nhu trén la xac dinh.
Dinh ly 1.3. KK2(A, B) la mét nhdm giao hodn.

Chatng minh. Hién nhién 0 = D véi D € Da(A, B) 1a phin ti trung hoa cia KK%(A, B).
Xét phan tir bat ky € € KK%(A, B), trong d6 € = (E, ¢, F) € Eq(A, B). Goi Sg 1a todn
tr phan bac cia E. Ky hiéu —F 14 B, G-module Hilbert £ phan béac bdi 4nh xa —S g va
—& = (—E,p,—F). Ta s& ching minh —& la nghich dao clia phan tir £. That vay, xét
ho cdc bo ba Kasparov chan sau day

v 0 (cost)F  sint

& = (E D (_E)> ) )
0¢ sint  (—cost)F

v6i0<t< 5. Do& =D (—E)valrp=(ED(—E),¢® ¢,1) € Dg(A, B) nén
ED (—8) ~OH gg
va do d6 € + —€ = 0. Vivay —& la nghich dao cia &.
Viéc kiém tra KK2(A, B) thdéa man nhimg diéu kién con lai dé trd thanh mét nhém
giao hoan 13 tAm thuong. Vay ta cé diéu phai chiing minh. [ |

, ~ =4 A ~ b} 2 2
Cac bo ba Kasparov chan thuan nhat, co ban, cot yéu
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Dinh nghia 1.9. Goi B° la B, G-module Hilbert phdn bic B & B vdi dnh xa phdn bdc
B® B> (z,y) — (x,—y) € B&® B. Mt b ba Kasparov chan (E, ¢, F) cho A va B dugc

goi la co ban néu E = B¢ va cot yéu néu p(A)E = E.

B¢ ba Kasparov chan (E,p, F) dugc goi la thudn nhdt néu B, G-module Hilbert phdn
bic E co dang E = Ey ® Ey, Ey la mot B, G-module Hilbert nao do, voi dnh xa phdn bic
Ey® Ey 3 (x,y) — (x,—y) € Eog @ Ey va ¢ = (Y, ¢) trong do ¢ : A — Lp(Ey) la mot

*_dong cdu ddng bién.
Nhéan xét. Ching ta dé dang suy ra duogc hai nhan xét sau:

e Téng truc ti€p cla hai bo ba Kasparov chan co ban (twong ting c6t yéu) 1a mot bo ba
Kasparov chan co ban (twong ung cot yéu).
o Néu (Ey® Ey, (v, ), F) 1a mot bd ba Kasparov chdn thuan nhat th (Eo® Eo, (¥, ), 1),
véi, 1= , 14 mot bo ba Kasparov chan thuan nhat va suy bién.
01
Ta sé nghién citu diac trung Meyer-Thomsen cla cdc phan tur trong mot K K-nhém boi
céc bo ba Kasparov chan co ban, c6t yéu on dinh véi “nhiéu” cla cc bo ba Kasparov chin
suy bién. Chiéc cau trung gian cla cong viée nay chinh 1a cic bo ba Kasparov chan thuan
nhat. Dau tién ta thay thé mot bo ba Kasparov chan bat ky bdi mot bo ba Kasparov
chén thuan nhét (sai khdc mot bo ba Kasparov chan suy bién), nho Dinh ly 1.4. Tiép dé
st dung khdi niém lién thong do Connes va Skandalis xdy dung (xem [8]) ta thay thé
dugc cac bo ba Kasparov chan thuan nhit boi cac bo ba Kasparov chan cot yéu (sai khdc
mot bo ba Kasparov chin suy bién) nho Bé deé 1.1. Sau dé st dung Dinh 1y én dinh 1.2 ta

thu duoc két qua cudi cling.

Dinh ly 1.4. Cho E=(E,p, F) la mét bo ba Kasparov chan. Khi dé ton tai mét bo ba
Kasparov chan suy bién D sao cho €& ® D d‘cfng cdu vot mot bo ba Kasparov chan thudn

nhdt. Néu € la co bdn thi cd thé chon duoc D la bo ba Kasparov chan co ban va suy bién.

Chiing minh cia dinh 1y nay ¢ thé xem trong [61, Bo dé 3.2].

F-lién thong

Cho F 1a mét B, G-module Hilbert va ¢ : A — Lp(E) la mot *-d6ng cau dang bién.

Trong Vi du 1.1 ta da xay dung dugc tich tensor trong phan bac £/ = A® E. Bay gio ta
)

sé lam viéc vdi khai niém céc lién thong trong L g(E').

Dinh nghia 1.10. Véimédia € A, goi T, : E — E’ la dnh zq xdc dinh bdi T,(y) = a®y, vdi

)

moi y € E. Dé dang kiém tra rang T, la mot todn ti khd lien hop va T (b® e) = p(a*b)e.

)
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Ta zdc dinh todn ti Ty, a € A nhu sau

~ 0T ,
T, = eLz(Ea E).
T, 0

Voi moi F € Lg(E), mot todn tu F' € Lg(E") théa man
[T.,F® F'| € Kp(E @ E') (1.5)
vdt moi a € A duogc goi la mot F-lién thong.
Nhéan xét. D& dang kiém tra duoc rang diéu kién (1.5) 1a tuong duong véi hé sau
T,F — F'T, € Ky(E, E')
FT! —TF' € Kg(FE', E)
vGi moi a € A.

Dinh ly sau day cia Meyer (xem [39, Muc 3]) déng vai trd quyét dinh trong viéc xay
dung dac trung bdi mot bo ba Kasparov chan c¢ot yéu cia cac phan t trong K K-nhém

chin dang bién.

Dinh 1y 1.5 ([39)). Cho A va B la cdc G-dai s6, A la G-6n dinh va € = (E, @, F) la mot
bé ba Kasparov chan sao cho ¢(A)E = E. Khi dd

(i) Ton tai mot F-lién thong F' G-bat bién va co bic 1.
(1) Ta dinh nghia dnh g ¢ : A — Lg(FE’) boi cong thic
Y'a)(ar®e)=aas®e (a,a1 € A, e € E).
¢ ¢
Khi dé (E',¢', F') la mét bé ba Kasparov chan.

(1i1) Ky hi¢u Eess = o(A)E. Khi dd dnh xq ( : E' — Ees xdc dinh bdi ((a ® e) = p(a)e la
©

mot d‘cfng cdu gitta cdc B, G-module Hilbert phdan bic. Ta dinh nghia mét todn ti F.g
bdi so do giao hodn sau
F/

E' E'
¢! ¢
FGSS
EGSS EGSS

nghia 1o Foes = CF'C71 va @ess(a) = @(a)|p,.. (a € A). Khi dJ Eess = (Fess, Pess, Fess)
la mot bo ba Kasparov chan cot yéu. Hon nita bo ba nay la thudn nhdt khi bé ba Kasparov
E=(E,p, F) la thuan nhdt.
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Bo dé sau day ctia Thomsen (xem [61, B6 dé 3.6]) s¢ m6 ta méi quan hé gifta bo ba
Kasparov chan thuan nhat £ = (E, ¢, F') v6i bo ba Kasparov chan thuan nhat &, =
(Eess, Pess, Fess) ma ta vira xay dung trong Dinh 1y 1.5 & trén.

Bé ds 1.1 ([61], Bo de 3.6). Cho £ = (E,p, F) la mét bé ba Kasparov chan thudn nhdt.
bPat

~

‘Cl = (Eess7 07 FGSS) @ (E> S0>i\) @ (E6887 07 1) @ (E> 071\) @ (E6887 Spes&i\)

V4

‘C2 = (E707F) @ (E>S0> 1) @ (E688707 1) @ (E>S0> 1) @ (E688707 1)

Khi do
g D »Cl ~OH gess D »Cg.

Pac trung cac phan tir trong K K-nhém

Bé6 d& 1.2. Cho A va B la cde G-dai s0, B la G-6n dinh va A tdch dugc. Khi dd ton tai
mot *-dong cdu ding bien ¢ : A — M(B) sao cho ¢(A)B = B, trong dé M(B) la dai s6

nhan t’ cua B.

Chatng minh. Theo [44, Chuwong 7] ton tai cap (m,u) trong dé 7 : A — B = M(K) 1a mot
biéu dién cla A trén I, vh u: G — B 1 mot biéu dién unita khéng suy bién cla G trén

Iy, tic thoa man®

T(AK = K (1.6)

Aduy(m(a)) = ugm(a)u, = 7(ga) (g € G, a € A).

Goi (3 1a tdc dong cla G trén B. Khi dé nho Ménh dé 1.7, Phu luc A.5 3 duoc mé rong
thanh tdc dong 3 lién tuc theo topo chat trong M(B) clia G trén M(B). Do 3 va Adu
Ian luot 1a cdc tdc dong cia G trén M(B) va B(ly) = M(K) nén 8 ® Adu trd thanh mot
tac dong ciua G trén M(B ® K) = M(M(B) @ M(K)) theo cong thic

(B ® Adu)g(b® f) = B,(b) ® Aduy(f) (9 € G,b€ M(B), f € M(K)).
Ta dinh nghia mot anh xa 7 : (4, a) — (M(B ® K), 3® Adu) xac dinh boi
mo(a)b® f)=b@7(a)f (a € A,b€ B, f € M(K)).

A PN N N N . 2 . N
Hién nhién 7y 13 mot *-dong cau dang bién. Ngoai ra

® Xem Phu luc A5
6 N6i cach khéc biéu dién 7 1 khong suy bién
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10(A) (B K)=B@n(A)K = Bor(A)K.

K&t hop biéu thitc trén véi cong thiic (1.6) ta cé

m(A(B®K)=B® K. (17)

Do B la G-dai s6 G-6n dinh nén &p dung [61, B6 dé 2.7] ta suy ra ton tai mot *-dang cau
dang bién

0:(B®K,B3® Adu) — (B, 3).
Goi §: M(B ® K) — B la md rong lién tuc theo topo chat cia 6. Ta dinh nghia anh xa

¢ x4c dinh bdi so d6 giao hoan sau

M(B®K) 2 M(B)

A
titc 1a ¢ = 0 o mp. D& dang kiém tra rang ¢ la *-dong cAu dang bién. Theo Ménh dé
1.8, Phu luc A.5 thi 0 la mot *-dang cau, do d6 tir (1.7) ta suy ra 0(m(A))(B) = B hay
©(A)B = B. Vay ta c6 diéu phai chiing minh. [

Cu6i cling ta thu dugc cac dinh 1y sau day la cac két qua chinh cia Thomsen[61] khi ong

nghién citu tinh én dinh cla cic phin tir ctia K K-nhém.
Dinh ly 1.6. Gid si A va B la cdc G-dai s6° G-6n dinh, A tdch dugc. Khi do

(i) Moi phin tu cia KK (A, B) déu dugc dai dién bdi mot b ba Kasparov chin co ban,
cot yéu cho A va B.

(i) Hai bo ba Kasparov chan co ban, cot yéu £ va E cho A va B zdc dinh cimg mot phin
tu thuoe KKQ(A, B) khi va chi khi ton tai cdc bo ba Kasparov chan suy bién co ban,
cot yéu Dy va Dy cho A va B sao cho

E1 DDy ~on & @ Ds.

Chitng minh. (i) Gia st ¢ € KK2(A, B) la mot phan i tiy ¥, £ € ¢ la mot dai dién bat
ky cta v. Theo Dinh ly 1.4 ton tai mot bd ba Kasparov chan suy bién D va mot bo ba
Kasparov chan thuan nhat £; sao cho £ @ D ~ &;. Do D suy bién nén &; € 1.
Gid st & = (E, ¢, F). Theo Bo dé 1.1 ton tai cac bo ba Kasparov suy bién £ vh Ly
sao cho
E1 @ L1 ~on (Bess, Pess, Fess) @ Lo. (1.8)
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Do £; suy bién nén & @ L4 € ¥. Do vay tir biéu thfc (1.8) suy ra
(Eessa Pess Fess) @ Ly € ’l/)

Tir d6 ta c6 T = (Eess, Pess, Fess) € ¥ do Lo suy bién, trong dé chi y rang 7 13 thuan
nhat va cot yéu.
Mat khac tir B dé 1.2 suy ra ton tai mot *-dong caur : A — M(B) saochon(A)B = B.
Nho d6 bd ba Kasparov chan
01

L= (Bm&m, ) (1.9)
10

14 suy bién va cot yéu. Goi EY, va E!  1an luot 1a cic B, G-module Hilbert con bao gom

cac phan tir bac 0 va bac 1 cla E.,,. Tir Dinh ly 1.2 ta ¢6 déng cau gitta cadc B, G-module
Hilbert sau day

E...®B°~ (E’,® B) & (E., ® B)

~ B¢,
Gid st ¢ : E.s ® B¢ — B¢ 1a dang ciu gitta hai B, G-module Hilbert & trén. Khi d6 dat
f:'r@ﬁ:( C(g@ess@ﬂ@ﬂ)C C( ess@l)C )

Do £ suy bién nén F € 1. Hién nhién F la mot bo ba Kasparov chan co ban.

Ta sé chning minh néu & = (Ey, @1, F1) 1a mot bo ba Kasparov chin c6t yéu v dang
cau véi bo ba Kasparov chan 5 = (Es, 02, Fy) thi & cing 1a mot bo ba Kasparov chan
¢St yéu. That vay, gid st ¢ : By — E, 1a dang cau thda man Fy = o Fy o (1, ¢o(a) =
Copi(a)o(t(a€ A). Khids

pa(a)(E2) = Copa(a) o CH(Ey)

= (opi(a)(E )
= ((p1(a)(E1))
= ((E1)

= Fs.

Do 7 va L 1a cdc bo ba Kasparov chan c6t yéu nén tir ching minh trén suy ra F ciing la
mot bo ba Kasparov chan ¢6t yéu. Vay véi moi phan tir ¢ bat ky thuoe KK (A, B) déu
c6 mot dai dién 14 mot bo ba Kasparov chan co ban va cot yéu.

(ii) Gia st hai bo ba Kasparov chan co ban, cot yéu £; va & cho A vh B xé4c dinh cling
mot phan tr thuoe KKZ(A, B). Tir Dinh nghia 1.8 suy ra ton tai cdc bd ba Kasparov

chan suy bién D; va D, sao cho



1.8. Su én dinh héa K K-y thuyét dang bién 15

&1 @Dy ~om & @ Dy
Theo [61, B6 dé 3.8] tir biéu thic lién trén ta suy ra

gl ¥ (Dl)ess ~OH (81 ¥ Dl)ess
~OH (82 S¥) D2)ess
~OH 82 ¥ (D2)ess-
Do dé
ELD (D1)ess © L ~on E2 D (D2)ess © L. (1.10)

Véi £ 1a bo ba Kasparov chan xdc dinh bdi cong thic (1.9). St dung Dinh 1y 1.2 va 1y
luan twong ty nhu trong chiing minh cia (i) ta suy ra (D1)ess ® £ 1a mot bd ba Kasparov
chén suy bién co ban va ¢t yéu. Do d6 biéu thite (1.10) cho ta diéu phai ching minh. H

1.3.2 Truong hop 1é

Ph%n nay nghién ciu tinh on dinh trong truomg hop cic bo ba Kasparov 1a 1é. Bang lap
ludn tuong tu trudmg hop chin ta ciing thu duoc két qua 6n dinh cho trudmg hop 1é nhu
trong trudng hop chdn. Vi vay chi nhimg thay déi so véi truomg hop chin va két qua
chinh cia Thomsen[61, Muc 4] sé dugc trinh bay.

DPinh nghia 1.11 (B6 ba Kasparov 1&). Mgt bo ba Kasparov Ié cho hai G-dai s6" A va B
la mot by ba doi tuong (E, , P), trong do E la mét B, G-module Hilbert dém duoc sinh,

¢ A — Lg(E) la mét *-dong cdu dang bién va P la mét todn ti trong L(E) sao cho
(P = P)p(a), (P* = P)p(a), Pp(a) — ¢(a)P, (9.P — P)p(a) € Kp(E)
vdi moi a € Awva g € G.
Tap hop moi bg ba Kasparov Ié cho hai G-dai s6° A va B dugc ky hiéu la EL(A, B).
Bé ba Kasparov ié (E, ¢, P) dugc goi la suy bién néu
(P* = P)p(a) = (P* = P)p(a) = Py(a) — p(a)P = (9.P — P)p(a) =0

vdi moi a € Awva g € G.

Tdap hop cdc bo ba Kasparov lé suy bién cho hai G-dai s A va B duoc kyj hiéu la
D (A, B).

Chi y rang cac B, G-module Hilbert trong céc bo ba Kasparov 1é 1a khong phan bac nén
mét s& khai niém co ban trén cdc bo ba Kasparov 1é sau day ¢6 mot s6 thay doi so véi

truomg hop chan:
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Hai bo ba Kasparov 1& £ = (Ey, ¢1, P1) va & = (Es, 02, P») cho hai G-dai s6 A va B
duoc goi 1a dang cdu véi nhau, k¥ hiéu 1 £; ~ &, néu ton tai mot dang ciu ¢ : By — E»
gitta cdc B, G-module Hilbert sao cho Py o( = (o P, va pa(a)o( =Coyi(a)(a € A).

Hai bo ba Kasparov 1& £y = (Ey, vo, Py) va & = (Ey, 1, P1) cho hai G-dai s6 A va B
duoc goi 1a dong ludn todn tu véi nhau, ky hiéu 1a €y ~on €1, néu ton tai mot ho cic bo
ba Kasparov 1& (E, ¢, G;), t € [0,1] cho A vh B sao cho anh xa [0,1] 3 t — G, lién tuc
theo chudn, (E, ¢, Gy) dang cau vdi (Eo, @0, Py) va (E, p, G1) dang ciu vdi (Ey, @1, Py).

Téng truc ti€p cia hai bd ba Kasparov 1& & = (Ey, @1, P) va & = (Ey, 02, P)
cho hai G-dai s6 A va B la bo ba Kasparov £ @ & = (E1, @1, P1) @ (B2, 02, ) =
(Ey @ Ea, 01 ® a2, P @ P).

Dinh nghia 1.12 (Nhém K K-ly thuyét dang bién 18). Ta dinh nghia mét quan hé trén
E¢ (A, B) nhu sau: Hai bo ba Kasparov Ié &1,E € EL(A, B) duoc goi la ¢d quan hé ~ g

vdi nhau, ta viet £~ Ea, néu tdn tai cdc bo ba Kasparov lé Dy, Dy € DG (A, B) sao cho

Do quan hé ~og la mot quan hé tuong duong nén ~ kg la mot quan hé tuong duong trén
E (A, B). Khi dd ta goi KKE(A, B) la thuong cia ES (A, B) déi vdi quan hé tuong duwong
~NKK, ta co

KKH(A,B) =EG(A, B)) ~x={€: £ € EL(A, B)}

trong do
= {.7: € EE(A,B) F ~rk 5}

Ta dinh nghia mot phép toan cong trén K K (A, B) nhu sau: Vi hai phan tir bat ky
V1,09 € KKL(A, B), giad st £ va & 1a hai bo ba Kasparov 1é lan lwot thudc ¢1 va .
Ta dinh nghia téng cla hai 16p ¥ vh 19, ky hiéu 1a ¢ 4 s, 1a mot 16p twong duong
theo quan hé ~xx vdi dai dién 1a bo ba Kasparov 1é £; & &. Do téng hai bd ba Kasparov
1é suy bién la mot bo ba suy bién va néu &1 ~on &}, E2 ~ou E5 thi & & E ~on €, & E,

v6i moi &1, &1, €, &) € EL(A, B), nén dinh nghia phép cong nhu trén la xdc dinh.
Dinh ly 1.7. KK}(A, B) la mét nhém giao hodn.

Chitng minh. V6i 0 = D véi D € DL(A, B) 1a phan tir trung hoa cla KKL(A, B).
Xét phan tir bat ky € € KKL(A, B), trong d6 € = (E,¢,P) € EL(A, B). Ky hiéu
—& = (E,p, —P). Ta sé ching minh —& 14 nghich ddo ctiia phan t £ That vay, xét ho
cac bo ba Kasparov 1é sau day

v 0 (cost)P  sint

gt:(E@Ea ) )
0¢ sint (—cost)P
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v6i 0 <t < F5. Do & =ED (=€) va &y = (E® E,p@®¢,1) € D5(A, B) nén
E®(=&) ~om &=

va do d6 € + —€ = 0. Vivay —& la nghich dao cia &.
Viéc kiém tra KK} (A, B) thoa man nhimg diéu kién con lai dé trd thanh mot nhém

giao hoan 1 tAm thuong. Vay ta cé diéu phai chiing minh. [ |

Mot b ba Kasparov 1é £ = (E, ¢, P) cho A vh B dugc goi 1a ¢co ban néu F = B va
cot yéu néu ¢(A)E = E. Véi cach lam twong ty truong hop chan Thomsen[61] da thu

duogc dinh ly sau day
Dinh ly 1.8. Gid si A va B la cdc G-dai s6’ G-6m dinh, A tdch dugc. Khi do

i) Moi phin tu cua KKL(A, B) déu dugc dai dién boi mot bé ba Kasparov Ié co ban, cot
G
yéu cho A va B.

(i) Hai b6 ba Kasparov Ié co ban, c6t yéu E1 va E cho A va B dinh nghia cing mot phin
tu thuoe KKL(A, B) khi va chi khi ton tai cdc bo ba Kasparov lé suy bién co ban, cot
yéu Dy va Dy cho A va B sao cho

E1 DDy ~on & D Ds.

1.4 D&i ngAu Thomsen trong K K-ly thuyét dang bién

Diém xuit phét clia d6i ngau Thomsen trong K K-y thuyét dang bién 14 mot doi ngau
cta Paschke[43]. Nam 1981, Paschke da chiing minh dwoc rang c6 ton tai mot dang cau
gita Ko(m(A)°) va nhém BDF-ly thuyét Exzt~(A) trong dé A la mot C*-dai so tach
duoc va

(A ={z € Q:ar(a) =m(a)xr Vae€ A}

14 hodn tap’ trong dai s6 Calkin cia anh 7(A) cia A qua mdt mé rong tam thuong 7.
Cong trinh nay cua Paschke sau d6 da duwoc md& rong bdi nhiéu nha todn hoc trong dé
c6 Valette[62], Higson[25] va chinh Thomsen[60]. Nam 2005, Thomsen[61] d& thanh cong
trong viée xay dung mot dang cau gitta mot nhém K K-y thuyét dang bién cla mot cip
G-dai s6 véi mot nhém K-y thuyét cia mot C*-dai s6 . Trong dé cic gia thiét dat lén
cac C*-dai s6 trong cong trinh cia Thomsen la khd “nhe”, cic C*-dai s6 khong nhat thiét
phai 1a cdc C*-dai s6 hat nhan, diéu kién ma toan bo ly thuyét ciia Kasparov ciing nhuw
céc tac gid trude 6ng déu phai dimg dén.

" Tiéng Anh: commutant



1.4. D6i ngdu Thomsen trong K K-l thuyét dang bién 18

1.4.1 Pong cau hiit déng bién

Khéi niém dong cdu it dang bién, mot phét trién cla khai niém mé rong hit trong 1y
thuyét md rong cia cac C*-dai s6 (xem [4, Muc 12.15]) va ti€p d¢ la khai niém dong cau
it cta chinh Thomsen (xem [60]), ddng vai trd quan trong trong viéc xay dung ddi ngau
trong K K-1y thuyét dang bién ctia Thomsen.

Trudc hét ta nhac lai khai niém mot mang G-bat bién tiém can. Cho X 1 mot khong
gian dinh chuan véi téc dong cia mot nhém G bdi cic phép bién déi tuyén tinh trén X.

Mot mang {x)}rea trong X duoc goi la G-bdt bién tiém cdn néu
li/{n(gx,\ — l’)\) =0

trong dé sy hoi tu la déu trén moi tap con compact cia G.

Cho A va B la céc G-dai s6, A tach dugc va B 6n dinh. Nho [29, B dé 1.3.2] va B la
C*-dai so on dinh nén ton tai mot day {S; }1 cac dang cu G-bat bién trong M(B) sao
cho chudi Z S;SF hoi tu trong topod chat va Z S; S =

=1 =1

Dinh nghia 1.13. M¢t *-dong cdu dang bien 7 : A — M (B) dugc goi la mot dong cdu bao
hoa® néu ton tai mét phin ti unita G-bat bien U € M(B) sao cho

Z Sym(a)SE (a € A).

Trude khi dinh nghia khai niém mot *-d6ng cdu it dang bién ta cin dén dinh 1y sau
day
Dinh ly 1.9 ([61], Dinh ly 5.4). Cho A va B la cdc G-dgi s6° G-6n dinh , A tdch duge. Gia

sum: A— M(B) la mot *-dong cdu dang bién bio hoa. Khi dd cdc dicu kién sau day la

tuong duong

(i) Vdi moi phép co dang bien hoan toan dwong’® p: A— M(B) déu ton tai mot day G-bdt
bién tiém cgn cdc phép co {W,} C M(B) sao cho
lim [|p(a) — Wim(a)Wa|| =0
vdt moi a € A.
(i) Vdi moi phép co dang bien hoan toan duong o : A— M(B) déu ton tgi mt day G-bat
bien tiém can {V,} cdc ding cu trong M(B) sao cho

8 Tiéng Anh: saturated
9 Xem Phu luc A.3
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(1) Vim(a)V, —p(a) € B,ne N, a€ A,
(2) lim [[Vim(a)V — (a)[| =0, a € A,
(8)g.V, =V, € Bvgimoin € Nuwa g €G.

(1) Vi moi phép co dang bien hoan toan duong p: A— M(B) ton tai mot duong lién tuc

theo chudn va G-bat bien tiem cin Vi, t € [1,00), cdc dang cu trong M(B) sao cho
(1) Vim(a)V; — p(a) € B, t € [1,00),a € A,

(2) lim [[Vim(a)V, — p(a)l| = 0, a € A,

(3)g.Vi =V, € Budimoitel[loo)uvigeQG.

(iv) Vi moi *-dong cdu ddang bién ¢ : A — M(B) ton tai mot duong lién tuc theo chudn
va G-bdt bién tiém can Uy, t € [1,00), cdc unita trong M(B) sao cho
(1) Uy(me(a) ® ¢(a))Uf —m(a) € B, t €[1,00), a € A,
(2) lim [[Uy(7(a) © ¢(a))Uy = 7(a)|| =0, a € A,
(3)g.Uy— U € B vdi moit € [1,00) va vdi moi g € G.
(v) Vi moi *-dong cdu dang bién ¢ : A — M(B) ton tai mot day G-bat bién tiém cin

{U,} cdc unita trong M(B) sao cho

lim ||Uy,(7(a) ® ¢(a))U; —w(a)|| =0, a € A.
T dinh 1y trén ta c6 dinh nghia sau day

Dinh nghia 1.14. Gid si A va B la cdc G-dai 56 G-6n dinh . Mot *-dong cdu bio hoa
71 A — M(B) duogc goi la hit ddng bién néu néu thda min mot trong nam didu kién cia
Dinh Iy 1.9.

1.4.2 D6i ngau Thomsen trong K K-ly thuyét dé’mg bién

Xay dung dai s6 déi ngau D¢

Véi mot cap A va B 1 hai G-dai s6 G-6n dinh, trong muc nay ta sé xay dung cu thé déi
ngau Thomsen cho cap hai G-dai s6 nay. Theo [61, Dinh 1y 5.7] ludén ton tai mot *-dong
cau it dang bién 7 : A — M(B). Dat

A, ={x € M(B) : zw(a) — w(a)x € B, a € A}

va
B, ={z € A;:zm(a) € B, a € A}.
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Ménh dé 1.1. (i) A la mot C*-dai s6 con cua M (B)

(i) By la mot ideal hai phia dong trong A.

Chiing minh. (i) Véi z,y € Ay, khi d6 dé thay = +vy € A,. Hon nita, véi moi a € A ta ¢
(zy)m(a) — m(a)(zy) = x[ym(a) — 7(a)y] + [z7(a) — 7(a)z]ly € M(B)B + BM(B) C B

va

z*m(a) — m(a)x™ = [r(a*)r — zm(a”)]* € B.

Do d6 zy va x* thudc A,. Do B ddng trong M (B) nén A, dong trong M (B). Vay A, la
mot C*-dai s6 con ciia M(B).

(ii) Dé thay B, 1a mot C*-dai s6 con cla A,. Véi x € By, 2 € A; vi moi a € A ta cd
(zz)w(a) = z(z7m(a)) € M(B)B C B.
Doz € A, nént = zm(a) — w(a)z € B, tu do
zm(a) =t +7(a)z.
Str dung cong thic lién trén ta duoc
(x2)m(a) = at + (zm(a))z € M(B)B+ BM(B) C B.

Vi vay B, la mot ideal hai phia dong trong A,. [ |

it D, = A, /B, va D¢ la C*-dai s6 cdc phan tir trong D, bat bién dudi tac dong cia
nhém G. Ménh dé sau day khéng dinh rang C*-dai s6 DY khong phu thudc viao viéc chon

*.dong cAu it dang bién 7 (sai khic ding cau).

Ménh dé 1.2. Néu 7,7 : A — M(B) la cdc *-dong cdu hait dang bién thi Dx ~ D, va do
do D¢ ~ DC.

Chaing minh. Trong chimg minh nay véi hai phan ti z,y € M(B) ta sé viét o ~ 5 y néu
x —y € B. Véi hai *-d6ng cAu dang bién ¢y, ¢, : A — M(B), ta viét p; ~ ¢y néu ton
tai mot duong lién tuc theo chuan G-bat bién tiém can Wy, t € [1,00), cic unita trong
M (B) sao cho véi moi t € [1,00),a€ A, g € G tacé

Wipr (@)W, ~p pa(a), (1.11)
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gWe ~p Wy (112)
Do 7 va 7 la céc *-dong cau hit dang bién nén tir Dinh 1y 1.9/(iv) ta cé
T~TDE~edT~ . (1.13)
Tir (1.11), (1.12) va (1.13) ta suy ra ton tai mot phan tir unita W € M (B) sao cho
AdW om(a) ~p 7(a)

va
gW ~p W. (1.14)

Tu do ta co

€A, < zx7(a) ~p 7(a)x
< c(Wr(a)W*) ~g (Wr(a)W")x
— (W*aW)r(a) ~p m(a)(W*zW)
— W*a2W € A,.
K&t hop biéu thiic lién trén véi (1.14) suy ra anh xa AdW* : A, — A, o mot *-dang cdu
dang bién. Dong thoi do
x € B, < z7(a) ~p T(a)r ~5 0
< c(Wr(a)W*) ~g (Wr(a)W*")x ~50
— (W*zW)r(a) ~p w(a)(W*zW) ~5 0
< AdW* o x € B;.

Anh xa AdW* cAm sinh mot *-dang cau dang bién gitta D, va D, va do d6 cdm sinh

~ 2 ~ .~ N
mot *-dang cau gitta DS va DE. [ |

Xay dung dang cdu O giita K,(DS¢) va KKX(A, B)

Ta sé xay dung mot dong cdu O : K1(DY) — KKX(A, B). Ky hiéu M, (FE) la C*-dai s6
bao gom cac ma tran cap n hé so trong C*-dai s6 F va U, (F) la tap hop tit ca cdc phan
tr unita trong M, (E). Véi u € U, (DY), ton tai phan tir v € M, (A,) sao cho

(idr, () @ p)(v) = u

trong d6 p : A, — D, la d4nh xa chiéu moi phan ti trong A, vho 16p tuong dwong tuwong
ing trong D,. Pinh nghia mot *-dong cau 7" : A — Lp(B") xdc dinh boi
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7" (a)(by, ba, ..., by) = (w(a)by, w(a)by, ..., m(a)by,) (1.15)

v6i moi a € A va (by, b, ..., b,) € B". Dinh nghia mot anh xa phéan bac S trén B™ @ B"
nhu saw: S(z,y) = (x, —y) v6i moi x,y € B™. Khi dé

7™ 0 0w

E.=(B"® B", , )

07" v* 0
12 mot bo ba Kasparov chan cho A va B. Dé thay rang cach xay dung bo ba Kasparov
&, nhu vay la doc 1ap véi cach chon phan ti v va 16p twong duong véi dai dién &, trong
KK(A, B) chi phu thudc vho 16p cua u trong K;(DS). Vi vay ta dinh nghia duge dnh
xa O : K1(DY) — KK%(A, B) x4c dinh b&i O(u) = &, véi moi u € U,(DY). Pinh Iy sau
day la chinh 13 @61 ngdu Thomsen trong K K-1y thuyét dang bién

Dinh ly 1.10 ([61], Dinh ly 6.2). Gid si A va B la cic G-dai s6 tdach dugc G-6n dinh .
Khi dé dnh za © : K,(D¢) — KKY(A, B) la mot ddng cdu.

Xay dung dang cdu O, gitta Ko(DS) va KKL(A, B)
Véi moi phép chiéu Q € M, (DY), ton tai phan tt P € M, (A,) sao cho

(idar,c) @ P)(P) = Q

trong d6 p : A, — D, la d4nh xa chiéu moi phan t trong A, vho 16p tuong dwong tuwong
ting trong D,. V6i 7" : A — Lg(B") la *-d6ng cau dang bién dinh nghia bdi cong thiic
(L15) thi & = (B™, 7", Q) la mot bo ba Kasparov 16. Dé thay rang cdch xay dung bo ba
Kasparov g nhu vay la doc 1ap véi cach chon phan t& P va 16p twong duwong véi dai
dién &g trong KK} (A, B) chi phu thuoc vao 16p cua @ trong Ko(DS). Tur d6 ta dinh
nghia duge dnh xa Oy : Ko(DS) — KKL(A, B) xdc dinh bdi O4(Q) = Eg véi moi phép
chiéu Q € M, (DS). Tuong tir Pinh 1y 1.10 Thomsen[61] da ching minh duge ddi ngau
ti€p theo sau day

Dinh ly 1.11 ([61], Dinh ly 6.3). Gid st A va B la cic G-dai s6 tdch duge G-6m dinh. Khi
d6 dnh za Oy : Ko(DSY) — KKL(A, B) la mot dang cdu.

1.4.3 Chiing minh K K-ly thuyét 1 tong quat héa clia K-ly thuyét
nho d6i ngadu Thomsen

Trong phan nay ta sé chi lam viéc vdi truong hop nhém G 1a tAm thuong, titc K K-1y
thuyét khong dang bién. Trong 1y thuyét ¢ dién, ngudi ta da ching minh duoe K K-ly
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thuyét 1a mot tong quat héa clia K-ly thuyét qua dang cdu K K*(C, B) ~ K,(B) nho st
dung bitc tranh Fredholm cho K K-ly thuyét (xem [4, Muc 17.5]). Viéc chiing minh nay
rat phitc tap tham chi ngay ca déi véi truomg hop don gian nhat khi A = B = C (xem
[4, Muc 17.3]). Muc dich ctia phan nay 14 str dung d6i ngdu Thomsen (C4c Dinh 1y 1.10 va
1.11) d¢ dua ra mot ching minh khéc cho dang cau KK*(C,B) ~ K,(B) v6i B 1a mot
o-dai s6 bat ky. Trong phan nay véi U la mot C'*-dai s6 ta sé luon st dung cac dong nhat
Ky(U) =~ U va Ly(U) =~ M(U) (xem Ménh dé 1.20, Phu luc B) khi can thiét.

Dinh nghia 1.15. Cho A va B la hai C*-dai s6"bdt ky, Ey va Es la cdc B-module Hilbert.
Hai dnh za ¢y : A — Lp(Ey) va o3 : A — Lp(Es) dugc goi la tuong duong xdp i va ky
hiéu 1 ~ap P2 NéU ton tai mot day cua cdc dcfng cu W, € Lg(E2, E1),n = 1,2, ... sao cho

vdt moi a € A, vdi moin=1,2,... tha

o Wrpi(a)W, —pa(a) € Kp(Ez),
3 zllglo Wi p1(a)Wi — pa(a)| = 0.

B6 dé 1.3 (Dinh 1y Voiculescu-Kasparov|31]). Cho A la m¢t C*-dai s6 tach dugc va cd
don vi, B la mét o-dai s0. Gia su rang A hode B la mot C*-dai s6” hat nhan va ton tai mot
*-don ciu T : A — M(K). Ky hiéu i : M(K) — M(B ® K) la phép nhing chudn tdc va
7=107:A— M(B®K). Khi dd vdi moi *-dong cdu unita® ¢ : 7(A)/(1(A) NK) —
M(B@K)thi p&n: A— M(BRK® B®K) tuong duong zdp zi véi .

Dinh ly 1.12. Néu B la mét o-dai s6 thi ta cd KK*(C, B) ~ K.(B).

Chitng minh. V&i mot *-dong cau gitta cde C*-dai s6 ¢ : U — M(T) va x € U ta sé ky
hiéu ¢, = ¢(z). Dinh nghia mot anh xa 7 : C — M (K) nhu sau 7,.(k) = zk = z.idg(k)
voimoix € Cvak € K. Dovéimoie, f € Kvaz € Ctaco (Tpe, )= (xe, f) =Te* f =
(e,Tf) = (e, Txf) nén T,* = Ts Tir d6 dé dang kiém tra rang 7 : C — M(K) 1 mot
*_don cau.

Gia st rang 7(C) N K # {0}. Khi d6 ton tai z € C, z # 0 sao cho 7, € Kg(K). Do
7. = r.idg nén idg € Kg(K). Diéu ndy mau thuin véi viée K 1a C*-dai s6 cic todn tir
compact trén khong gian Hilbert vo han chiéu [, nén khong chita phan ti don vi. Vi vay
ta c6 7(C) NK = {0}.

Khi d6 véi moi *-dong cdu unita ¢ : C — M(B ® K), do 7(C)/7(C) NK = 7(C) ~ C
nén ta cé thé gid st ¢ la mot *-dong cau tir 7(C)/(7(C) N K) vao M (B ® K). Ky hiéu
i M(K) — M(B ®K) la phép nhing chuan tic, tic la i,(b ® k) = b ® i,(k) v6i moi
t,ke K, be Bvakyhitur =io7:C — M(B®K). Do C la mot C*-dai s6 tach dugc,

10 Tc dbng cau bién phén tir don vi trong C*-dai s6 ngudn thanh phin t don vi trong C*-dai s6 dich
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¢6 don vi va hat nhan (nho Dinh 1y 1.22, Phu luc A.6) nén theo B6 dé 1.3 thi ¢ @ 7 tuong
duong x&p xi véi . Chd y rang véi truong hop khéng dang bién thi ta khong cin dén
diéu kién bao hoa dé mot dong cau la hiit, xem [61, Muc 5] va [60], tir d6 so sanh Pinh
nghia 1.15 vh Dinh 1y 1.9 ta suy ra 7 13 mot dong cau hiit.

Dom =ido0o7 nén m,(b® k) = b® xk vé6i moi x € C;k € Kva b € B. Véiy €
MBeK),boke BoK,zeCvagiastybok)=> b ®k; thi
i=1

(ym)(b@ k) = y(b® zk) = zy(b® k)

:l’(ibz(@k}) :ibi@)l’k‘i

Do d6 ta c6
A, ={ye M(BRK) :yr, —my € BRK, x € C} = M(B ® K).
Do v6i moi y € M(B ® K) thi y = ym nén
B.={y€A:ym. € BK, z € C} = BeK.

Vivay Dy = Ar/B: = M(B®K)/B ® K = Q*(B), dai s6 Calkin 6n dinh cia B. Theo
Dinh 1y 1.10 v& 111 ta cé

KEK*(C,B®K) = Kiy1(Dx) = K1 (Q°(B)). (1.16)

Mat khac theo [4, Hé qua 17.8.8] ta cd
KK*(C,B®K) ~ KK*(C, B). (117)

Mat khac, theo [4, Hé qua 12.2.3] ta c¢d
Kon(Q(B)) = K.(B). (118)
So sanh céc cong thite (1.16), (1.17) va (1.18) ta c6 diéu phai ching minh. |

Tir d6 ta tinh dwoc cic nhém K K-ly thuyét ing vdi truong hop cap C*-dai s6 14 tam
thuong trong hé qua sau day

Hé qua 1.1.e KK°(C,C)~7Z

e KK'(C,C)=0,
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Chiing minh. Ap dung Dinh ly 1.12 ta c6
KK*(C,C) ~ K,(C).

Do dé
KK°(C,C) ~ Ky(C) = Z

va
KKYC,C) ~ K,(C) =0.
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Chuong nay sé trinh bay két qua nghién citu chinh cia luan van. Trong toan b chuong
nay néu khong cé gidi thich gi thém ta ludn gia sit m, n va k 1a cdc s6 nguyén duong vi
G 1a vat d6i ngdu clia mot nhém compact G, tite 1 tap tit cd cdc biéu dién bat kha quy

doi mot khong twong duong cua G.

2.1Y tudng vé khii niém C*-dai sd cia khong gian

thuan nhat

D€ giai thich cho ¥ tudng vé C*-dai s6 cla cdc khong gian thuin nhat, ddi twong duoc
xem nhu cdc khong gian thuan nhat khong giao hodn, ta sé bat dau véi viéc nhéc lai

khai niém khong gian thuin nhat co dién.

2.1.1 Khéng gian thuan nhat

Dinh nghia 2.16. Gia su G la mét nhom va X la mot G-khéng gian trdi, tic la X la mot
khong gian cing voi mot dong cdu nhom ot G vao mot nhom cdc phép bién doi cia X
va ta ky hiéu ngdn gon a(g)(z) = g.x (g € G,z € X). Vdi di€m x bat ki thuoc X ta goi
tap hop {g.7 : g € G} la G-quyj dao cia diém x trong X. Khi do X duoc goi la mét khong
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. " ™ . JX) ~ N PRI . - JX) N . JX)
gian thudn nhdt néu hai diém bdt ky cua no déu cd G-quij dao cua diém nay di qua diém

kia, tiic la voi moi x va y trong X déu ton tai g € G sao cho x = g.y.
Ménh dé sau day la then chét cho ¥ tudng vé cac C'*-dai s6 cua khong gian thuan nhat.
Ménh dé 2.3. Cho G la mét nhom. Khi do

(i) Néu H la mot nhom con cua G thi tap cde lo6p ké trdi G/H ciua H trong G vdi tdc
dong sau cua nhom G
g(kH) = (gh)H (g € Gk € C) (1)

la mot khong gian thudn nhdt.
(i) Moi G-khong gian trdi thudn nhdt X déu dang cdu véi G-khong gian trdi G /H cua cdc

6p k& trdi cia mot nhém con H nao dd cua G trong G, vdi tdic dong (2.1) cia G trén
G/H.

Chiing minh. D& dang kiém tra duoc (i) 1a ding. Ta sé ching minh y (ii). CS dinh mot
phan t& z € X, ky hiéu
G, ={9€G:gx=uz}

Ta ciing dé dang kiém tra duoc G, 13 mot nhém con clia G. Khi d6 G, duoc goi la nhém
con dimg hay 6n dinh hda clia diém =. Ky hiéu G/G, 1a khong gian cic 16p ké trai cla
G, trong G va véi tdc dong (2.1) ctia G thi nd la mot G-khong gian trai thuan nhat. Vi X
14 thuén nhat nén véi moi y € X ton tai g, € G sao cho y = g,.z. Khi d6 ta dinh nghia
duge mot 4nh xa h tit X vao G/G, xéac dinh boi h(y) = g,G..

Gia st y, 2 € X sao cho h(y) = h(z), hay g,G, = g.G.. Do d6 véi g, = gy.€ € g,G,
ton tai k € G, sao cho g, = g,.k. Khi d6 y = g,.x = g,.(k.z) = g..x = z. Vivay h 1a mot
don dnh. Tinh chat toan 4nh cla A 13 hién nhién v do @6 h 14 mot song anh. Mat khdc,
hg.x) = Gy = gh(z) v6i moi g € G nén h 1a mot dang cau cla cic G-khong gian trai
X va G/G,. Vi vay ta cé diéu phai ching minh. [ |

2.1.2 C*-dai s6 nhém ctia mét nhém compact

Néu G 1a mot nhém hita han phan tir thi dai s6 nhém C[G] ¢6 vai tro vo cling quan
trong trong ly thuyét biéu dién cia nhém G (chang han xem [50]). Tuy nhién khi G
khong phai 13 mot nhém hitu han thi dai s6 nhém dé khong con gitt vai trd quan trong
nhu trong truomg hop hiu han nita. Mot cich tu nhién ngudi ta ¢d ging tong quat héa
khai niém cta dai s6 nhém C[G] va C'*-dai s6 nhém C*(G) chinh la 16i giai. Nguoi ta da

’ . Y X o . X . ~ , .
chitng minh duoc rang moi biéu dién unita cia mot nhém compact dia phuong G duoc
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x4c dinh duy nhat bdi mot biéu dién khéng suy bién cia C*-dai s6 nhém C*(G) (xem
35, Muc 10.2]).

Bay gio ta xay dung khai niém nay cho truong hop nhém compact. Gia st G 1a mot
nhém compact va u la mot do do Haar trén G sao cho u(G) = 1. Ky hiéu L'(G) 1a tap

cdc ham nhén gid tri phic trén G sao cho [ |f(z)|du(z) < co. Vi cdc phép todn thong
e
thuong cong hai ham va nhan mot s6 phitc véi mot ham thi L(G) ¢ cau triic mot khong

gian vécto phitc. Véi f, g € L'(G) ta dinh nghia phép nhan, phép d6i hop va mot chuan
trén L'(G) nhu sau

o (fxg)(k)= ({ f(h)g(h=tk)dp(h) (k € G),

o [H(k)=f(k1) (k€ G)

o [Ifllee = sup ||f(m)]| = sup || [ f(h)w(R)du(h)]|, trong d6 G 1a vét ddi ngau clha G.
reG reG G

Dé dang kiém tra duoc ham ||.||¢- dwoc dinh nghia & trén 1h mot C*-chuan trén L'(G),
titc 1a chuan thoa man ||f * f*|| = || f|I? (f € LY(G)). Vi vay ta cé dinh nghia sau

Dinh nghia 2.17. Bao dong cia L'(G) theo chudn nay la mét C*-dai s6" va dugc goi la
C*-dai s6’ nhom cua nhom G, ky hiéu la C*(G).

2.1.3 Pon gian héa dinh nghia ciia C*(SU (m))

C*-dai s8 sinh b&i mot tap hop cdc phan tir
Trude hét ta sé phat biéu khai niém vé mot C*-dai s6 con sinh bdi mét tap cdc phin

tr trong mot C*-dai s6

Dinh nghia 2.18. Cho A la m¢t C*-dgi s6’va S la mot tap hop con ciua A. Khi dé B dugc
goi la mot C*-dai s6” con cua A sinh boi S néu B la C*-dai s0" con bé nhdt chiia S cua A,

tic la néu D la mot C*-dai s6 con chiia S cua A thi B la mét C*-dai s6 con cua D.

, \ ~ A < . . ~ A~ . ~ . .
Tuong ty nhu cic truong hop co dién (vanh con sinh bdi mot tap, dai s6 con sinh boi

mot tap,...), ta dé dang chimg minh ménh dé sau day
Ménh dé 2.4. Gid su B la mot C*-dai s6 con sinh boi tap con S cia C*-dai s6° A. Ky hiéu
S*—{a*:ae S}

va
prod(S) ={aj.az...a, :a; € SUS* i =1,2,...n;n=12 ..}
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Khi dd B la bao dong theo chudn trong A cia dai 56" con span(prod(S)), tic la bao tuyén
tinh cua prod(S).

Tir d6 ta di dén khai niém sé duoc ding sau nay vé C'*-dai s sinh bdi mot tap hop cac

9 ’
phan tr clia né

Dinh nghia 2.19. Cho A la m¢t C*-dai 6 va S la mot tap hop con cua A. Khi dd A dugc

goi la C*-dqi s0" sinh boi S néu C*-dai s6" con sinh boi tap S cua A triung voi C*-dai s6” A.

Pon gian héa nho dinh ly Peter-Weyl

Gia st G 1a mot nhém compact, G la vat déi ngau clia nhém G, T € G. Khi d6 cac
ham nhén gid tri phitc trén G xdc dinh boi T;;(g) = phén tw & vi trf hang i cot j cla ma
tran T(g), v6i g € G, 1 < 4,5 < dimT, duoc goi la cidc ham hé s6 ma tran cia biéu dién
T. Ta cé dinh ly sau 1a mot hé qua truc tiép cia dinh 1y Peter-Weyl (Chf«ing han xem [55,
binh 1y 3.5, Chuong 1)):

Dinh ly 2.13. Néu G la mét nhom compact thi C*(G) dugc sinh boi cdc ham hé s6" ma
trgn T2, 1 < 1i,j < dimT®, véi moi T* € G.
Pon gian héa cho C*(SU(m))

Nhic lai SU(m) la tdp cac ma tran phitc A cAp m théa man A* = A~! va ¢d dinh
thitc bang 1. Ky hiéu u; (i = 1,2,...,m, j = 1,2,...,m) la cdc ham hé s6 ma tran cta

SU(m), tic la cac ham nhan gia tri phirc, duge xac dinh nhu sau
uij(9) = gij
voi moi g = (gij)mxm € SU(m).

Meénh dé 2.5. Cdc ham w; (i = 1,2,...,m,j = 1,2,...,m) la cdc ham lién tuc trén
SU(m).

Chiing minh. Gia st g" = (¢";;)mxm 1a day phan t hoi tu dén phan tor g = (gij)mxm
trong SU(m). Khi d6 ¢";; cling hoi tu dén gi; véi moii = 1,2,...,m, j =1,2,...,m khi

n tién ra vo cing. Diéu d6 twong duong véi u;(g") hoi tu dén w;j(g) khi n tién ra vo

cing. Vay ta cé diéu phai ching minh. [ |
Dinh 1y sau day cho ching ta mot mo ta don gian hon cho C*(SU(m)):

Dinh ly 2.14. C*(SU(m)) dugc sinh boi cic ham hé s6" ma tran wj, i = 1,...,m, j =

1,...,m.
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Chatng minh. Nhac lai U(m) 1a nhém cdc ma tran phiic A cAp m thoa man A* = A~! va
goi T la biéu dién co ban clia nhém U,,, titc T' 1 biéu dién T : U(m) — Mat,,(C) xéc
dinh bdi T(g) = g (g € U(m)). Khi d6 (xem [7, Muc 13.3]) vdi moi biéu dién T € W)
déu ton tai cdc s6 nguyén p, ¢ sao cho T 1a mot biéu dién con cta bidu dién S T4,
Do 7% 1 mét biéu dién con cia biéu dién S°% 799 nén ton tai mot ma tran phic cap
pm? kha nghich A sao cho véi moi g € SU(m) thi ma tran A 3P T%9(g) A~ ¢6 dang
T*(g) B(g)
0 Clg)
trong d6 O 14 ma tran khong véi co phit hop. Tir d6 suy ra cdc ham hé s ma tran
T5(1<i,j <dimT* T ¢ W)) deéu biéu dién dwgc qua cdc ham u; (1 < i,j < m).
Mat khéc, theo Dinh ly 2.13, C*(SU(m)) dugc sinh boi cdc ham hé s6 ma tran T

@5
—_—

1 <i,j <dimT®, véi moi T € SU(m). Vi vay ta cé diéu phai ching minh. [ |
2.1.4 C*-dai s6 cua khong gian thuan nhat

Khéng gian thuan nhat SU(n + k)/SU(n)

Ky hiéu SU(n) la tap hop cdc ma tran gr = (bij) (nik)x(ntk) duoc thi€t 1ap tir ma tran
g = (Gij)nxn € SU(n) nho cac biéu thitc sau
(bmzl néuizl,...,k
bi;=0 néui#jvai=1,...,k

bi;=0 néui#jvaj=1,...,k

(bij=ai; néui=k+1,... . n+kvaj=k+1... n+k
hay néi cach khac

I, O

Oy

trong dd I, 1a ma tran don vi cAp k vA O 1a cdc ma tran khéng ¢ ¢& phit hop. Dé dang

Ik =

kiém tra ring SU(n); la mot nhém con ctia SU(n+ k) nhung lai khéng 1 mét nhém con
chuan tic cta SU(n + k). Do @6 SU(n + k)/SU(n)x, tap hop cic 16p ké trai clia nhém
SU(n);, trong nhém SU(n + k), néi chung khong ¢é cdu tric mot nhém. Theo Ménh dé
2.3 thi SU(n + k)/SU(n); chinh la mot khong gian thuan nhat. Tir nay ta sé ky hiéu
khong gian thuan nhat nay 1a SU(n + k)/SU(n).

D¢ giai thich cho tinh ty nhién cla dinh nghia cla céc khong gian thun nhat khong
giao hoan, ta sé ching minh dinh 1y vé ciu tric cia khong gian thuong SU(n+k)/SU(n)

sau day
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Dinh ly 2.15. Co mdt song dnh t& khong gian thuong SU(n + k)/SU(n) vio khéng gian
gom k khung
6_;: (ulj,uzj,...,u(n+k)j) ] = 1,...,]{3

trong do
n+k

> Tjua =6 Vj.le{l,... Kk}
=1

Chitng minh. Gia s@ U = (Wij)(nik)yx(ntk) V& V. = (Vij)(ntk)x(ntk) 12 hal ma tran trong
SU(n+k) sao cho U™V € SU(n), tic 1a U va V thudc cling mot 16p ké trai cia SU(n)y
trong SU(n + k). Ta sé chi ra rang k cot dau tién cia U va V tring nhau vi tir d6 ta cd
diéu phai chimg minh.

That vay, gia st UV = (U)TV = (¢ij) (ntk)x(n+k), Khi d6

n+k

Cij = E UsiVs;j
s=1

v6i moi 7, j chay tir 1 dén n + k. Do U~V = SU(n) nén

n+k

Cij = Zu_si'usj = 045 (2.2)
s=1

v6i moi j chay tir 1 dén k. Mat khac

n+k

S g = 0 (2.3)
s=1

v6i moi 4, j chay tir 1 dén n+ k. Dat hyy = vy —ug; véis=1,...,n+kvaj=1,... k.
Nho (2.2) va (2.3) nén ta cé
n+k
Y Uiy =0(i=1,..,n+k j=1,.k). (2.4)
s=1

Coi hé dang thiic (2.4) trén 1a hé k(n + k) phuong trinh tuyén tinh thuin nhat véi cic
an hej (s =1,...,n+k; j=1,..., k). Néu ta sip thit tu cta an 1

h117h21, ey h’(n—l—k)la h127h22, ey h(n+k)2> ey h1k7h2k, ey h’(n—l—k)k
thl ma tran hé s6 cia hé (2.4) ¢ dang

vt o .0
o U1'. O

o o0 ..U!
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Ma tran nay cé dinh thic bang det(U‘l)k = 1 nén hé c¢é duy nhat mot nghiém tam

thuong
h =0 (s=1,.,n+k j=1,..k).
Do dé
Ugj = Vsj (S = 1, ,n—l— kf; ] - 17 >k)
Vay ta cé dieu phai ching minh. u

Cac khong gian thuan nhat khong giao hodn

Xudt phét tir ¥ twong cia nhém lugng tr ma tran ciia Woronowicz[64], ¥ tuwong vé
cac C*-dai s6 nhém bién d6i'[42], dya trén Dinh ly 2.14 vé cau tric thu gon cla C*-dai
s6 C*(SU(m)) va Dinh ly 2.15 vé ciu triic cia khong gian thuan nhat SU(n + k)/SU(n),

ching t6i dé xuat cdc khai niém sau day

Dinh nghia 2.20. Khi k > 1, C*-dgi s6 con sinh boi cde ham w;; véi i = 1,2,...,n+k
va j=1,2,....k trong C*(SU(n + k)) dugc goi la C*-dai s6 cua khong gian thuin nhdt
SU(n + k)/SU(n) hodgc khong gian thudn nhdt khong giao hodn tuong ing voi SU(n +
k)/SU(n) va dugc ky hiéu la C*(SU(n+ k)/SU(n)).

Do khong gian con ctia mot khong gian thuan nhat 1a mot khong gian thuan nhat nén
mot C*-dai s6 con, ta sé dinh nghia dudi day, cia C*-dai s6 C*(SU(n + k)/SU(n)) duoc
coi nhu twong tng véi mot khong gian thuan nhat nao dé va do dé duge xem la mot

khong gian thuin nhat khong giao hodn.

Dinh nghia 2.21 (Khéng gian thuan nhit khong giao hodn C; ). C*-dgi 56" con sinh
boi cdc ham w;; vdi i =1,2,... . kva j=1,2,...,k trong C*(SU(n + k)) duogc ky hiéu la

*

n,k*

~ » Y ’ . ~ Y A~ . A
2.2 Cau tric cua cac C*-dai so cua khong gian thuan
nhat

Ta bit ddu bang viéc ching minh ring biéu dién co ban clia nhém SU(m) 1a mét biéu
dién unita bat kha quy. Y tudng ching minh cta bo dé nhy 1 coi biéu dién co ban 1a
mot trudong hop riéng trong cac biéu dién cia SU(m) 1én khéng gian vécto cic da thiic
thuin nhat m bién roi chiing minh biéu diéu dién nay 1a bat kha quy.

! Tiéng Anh: Transformation group C*-algebras
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B6 dé 2.4. Bicu dién co bdn cia nhdm SU(m), tiéc bicu dién F : SU(m) — Mat,(C) zdc
dinh boi F(g) = g (g € SU(m)), la mot bicu dién unita bat khd quy cia nhom SU(m).

. . , . A « X \ « A PN ~ ,
Chitng minh. Tinh unita cia biéu dién co ban cua SU(m) 1a hién nhién, ta sé xem xét

tinh bat kha quy cia biéu dién nay.

Ky hiéu V 1a khong gian vécto con cdc da thitc thuan nhat bac 1 caa Clzq, 29, . . ., 2]
va
g11 9im
g21 g2
29 = | (z122...2m) sy (2122..2m) "
Im1 Imm
voi moi 2z = (21,22, ..., 2m) € C"™ va g € SU(m).

Ta dinh nghia énh xa U : SU(m) — Aut(V) xdc dinh boi U(g)(¢)(z) = ¢(zg) véi
moi g € SU(m) v z € C". Tuong ty truong hop m = 2 dé dang kiém tra dwoc U 1
mot bidu dién lién tuc cia SU(m).

Ta c6 nhan xét ring cdc ma tran cta biéu dién co ban clia nhém SU(m) chinh 1a cic
ma tran clia biéu dién U theo co s& {p1, @2, ..., om} trong d6 ¢;(2) = zi=1,...,m, z =

(21, ..., 2m). That vay, ta co

U(g)(9i)(2) = ¢i(29) = grip1(2) + g2ip2(2) + - - . Gmitom(2)

v6i moi i = 1,2,...,m vh g € SU(m). Biéu thic trén thé hién rang ma tran cta U(g) déi
v6i co 86 {1, Yo, ..., ¢m} chinh 1 ma tran ¢ vh do d6 dé ching minh biéu dién co ban
13 bat kha quy ta cin ching minh biéu dién U la bat kha quy. Chi y rang truong hop
m = 2 da duoc chiing minh trong 1y thuyét cd dién (xem [55, Pinh 1y 1.1, Chuong 2]), ta
chi xét truong hop m > 3.

Gia st ma tran A thdoa man AU(g) = U(g)A véi moi g € SU(m). Xét cac ma tran cé
dang

h = € SU(m) (2.5)
O h,

tite 14 cdc ma tran cé dang duong chéo nhu trén va thoa man

hihg .. hp =1
hi2=1(G=1,2,....,m).

Khi d6 v6i mot s6 k ¢6 dinh, 1 < k < m, ta ¢
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Ulg)Alpr)(2) = AU(g) (k) (2) = Alpr)(zh) = hiApi(2) (2:6)

v6i moi h ¢6 dang (2.5).

Ta cé nhan xét rang » € V ma thdéa man U(g)(¢) = hxp v6i moi h ¢é dang (2.5) khi
va chi khi ¢ ti 16 vdi o, That vay, gid st ¢ ti 18 v6i ¢y, titc 1a ton tai hang s ¢ sao cho

Y = tkgpk thl ta Cé

U(g)(p) = Ul(9)(tepr) = teU(9)(0r) = trhrpr = higp.

Nguoc lai, gia st o € V va thda man U(g)p = hgp véi moi h ¢é dang (2.5). Vip € V
nén ¢ c¢6 dang ¢ = a1 + asps + ... + Ampm. Khi do

Uh)(¢)(z) = p(zh) = arh1z1 + ashezo + ... + ambhimzm.
Mat khac

U(g)(p)(2) = hip(2) = a1hgzy + ashgza + ... + amhizm.
Tir hai biéu thiic lién trén ta c6
(h1 — hk)alzl +...+ (hk—l — hk)ak_lzk_l + (hk+1 — hk)ak+1zk+1 +...+ (hm — hk)amzm =0.
Tir biéu thiic trén, chon h ¢é dang (2.5) sao cho hy # h; v6i moi i # k, ta suy ra a; = 0
vGi moi i # k va do do ¢ = agpk.

Nhor nhén xét trén va biéu thirc (2.6) ta suy ra ton tai cdc hang s6 ¢ sao cho
Alpr) = crpr (K =1,2,...,m).

Bay gio ta sé ching minh tat ca cdc hang s6 ¢ (k = 1,2,..,m) & trén bang nhau. That

AU(g)(¢1)(2) = Alp1)(29)
= A(gnZl —+ ...+ gmlzm)

= §11C121 + .- + Gm1CmZm.

Mat khac ta co

U(g)A(p1)(z) = U(g)(c1¢1)(2)
= c11(29)

= g1z + ... + gmiC12m.
So sanh hai biéu thiic lién trén vi do tinh giao hodn gitta A v U(g) ta cé
(ca —c1)gaza + (3 —c1)g3123 + ... + (Cm — €1)Gm12m = 0. (2.7)

Ky hiéu I 1a ma tran don vi cap m. Véi mai s6 k, 2 < k < m, ta xay dung mot ma tran

kI tir ma tran I nhu sau:
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e Budc 1: Doi hang 1 v hang & cla ma tran I thu dwoc ma tran I,

e Budc 2: Trong cdc hang 1,2,....k — 1,k +1,....,m clia ma tran I’ thuc hién mot 1an
ddi gitra hai hang bat k¥ vh ta thu duoc ma tran /. Chi y rang vi m > 3 nén s6 cdc
hang con lai (trir hang thit k) trong ma tran I’ 14 1én hon hoac bang 2 va do dé thue
hién duoc budce 2.

Ma tran / thu duoc cé cic tinh chat sau:

e Unita: Do ma tran ;I thu duoc tir ma tran I chi bang cdc phép d6i hang nén I van
la ma tran unita.

e Dinh thitc bang 1: Do ma tran I thu dwoc tir ma tran I bang hai phép d6i hang nén
det(iI) = det(I) = 1.

Do d6 I € SU(m) (k =2,...,m). Thay ma tran g trong cong thitc (1.20) 1an luot bdi cdc
ma tran i/ (k = 2,...,m) ta dugc

ck=c (k=2,...,m).
Vay ta da ching minh duoc A = ¢11. Theo [55, Dinh ly 2.1 thi U 1a bat kha quy va do
dé biéu dién co ban clia SU(m) 1a bat kha quy. n

Gia st G 13 mot nhém compact. Ky hiéu L?(G) 1a khéng gian vécto cac ham f nhan gis

tri phuc trén G sao cho

[ 150Pdutr) < .
G
Véi hai ham f, g € L?(G), ta dinh nghia mot tich vo huéng trén L?*(G) nhu sau

<ﬁ@=/&®ﬁ6@%» (28)
G

Tir Bo dé 2.4 ta thu duoc bd dé sau

B6 dé 2.5. Gid si: wij (1,7 = 1,2,...,m) la cdc ham hé s6 ma trdn cia nhom SU(m). Khi

do ta co ddng thiic sau

1
(uij,ust) = Eéisajt (’i,j,S,t S {1,2, ,m})

Chiing minh. Theo [55, Dinh 1 3.2], v6i moi bidu dién bit kha quy T, 77 € SU(m) ta
co

1 ~ .
(T2, T%) = Tra0is0y néu o= [

17 (29)
’ 0 néu «a # f.
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—

Nho B6 dé 2.4 ta suy ra biéu dién co ban la mot phin t cla vat d6i ngau SU(m). Do
cac ham ug; (i,§ = 1,2, ..., m) ciing chinh 14 cdc ham hé s6 ma tran ctia biéu dién co ban,
hon nita chiéu ctia biéu dién co ban la m nén 4p dung cong thiic (2.9) ta cé diéu phai
chung minh. (]
B6 dé 2.6. Gid sit wij (1,7 = 1,2,...,m) la cdc ham hé s6"ma trgn cia nhom SU(m). Khi

do voi moi 1, j,s,t € {1,2,...,m} ta co
(i) uj; = uji,
(ZZ) Usj * Ust = %uitésj;
(111) wi; = m(wig * ur;) voi k bat ky thuoe tap {1,2,...,m}.

Chiing minh. (i) Véi moi g € SU(m) vai,j € {1,2,...,m} ta c6

*

uij(g) = uij(g_l)
= u(g*)
= Gji
= u;i(9).
(ii) Véi moi g € SU(m) va i,7,s,t € {1,2,...,m} ta ¢

(135 * 1) (g) = / U (m)usy (h)use (" g)da(h)

S
= [ gt g)duth)
SU(m)
g1t
- 9ot
= / hij(hlshgs...hms) . d,u(h)
SU(m) :
gmt
= hij Igltd,u(h)
SU(m) =1
= Zglt hijh_lsd,u(h)
=1 su(m)
=Y au [ w(hyus(h)du(h)
=1 SsU(m)
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Ap dung B8 de 2.5 ta duoc

1 m
(wij * ust)(g) = m ; G100
1
= Egitéjs
1
= Eult(g)éjs
(i) Y (iii) duge suy trye tiép tir y (ii) bing cach cho s = j. |

Nhor 3 bo d@é trén ta thu duoc dinh 1y don gidn hda cdu tric clia C*-dai s6 C*(SU(m)),
manh hon sy don gian héa da duoc chitng minh trong Dinh 1y 2.14, sau day

Dinh ly 2.16. C*-dai s6" C*(SU(m)) dugc sinh bdi cdic ham phin ti ma trin u (i =
1,2,...,m) va us; (j =1,2,...,m) vdi s la mgt s6"cd dinh bdt ky thujc tip {1,2,...,m}.

Chaing minh. Gid st s 1a mot s6 thuoc tap {1,2,...,m}. Theo Dinh ly 214 C*-dai s6
C*(SU(m)) dwoc sinh bdi cdc haim phan tr ma tran u;; (1 < 4,5 < m). Mat khdc theo
Bo dé 2.6 moi ham u; (1 < i,j < m) déu dugc sinh bdi cdc ham phan ti ma tran

wis (1 =1,2,...,m) va ug; (j = 1,2, ...,m). Vay ta c6 diéu phai chiing minh. [ |

C*-dai s6 C}; ) 1a mot C*-dai s6 con nhung ndi chung khong la mét ideal cia C'*-dai s6
C*(SU(n + k)). Tuy nhién trong muc nay ching t6i s¢ ching minh C' , mang mot céu
tric yéu hon ideal, cu thé né la mot C*-dai s6 con di truyén cia C*(SU(n + k)). Tir d6
ching minh dwoc C*-dai s6 C; , 1a mot AF-dai s6 va do d6 thu duoc mot s6 mo ta o
mic do K-ly thuyét cia nd.

Trudc hét ta sé nhéc lai khai niém C*-dai s6 con di truyén (xem [44, Muc 1.5]).

Dinh nghia 2.22 (C*-dai s6 con di truyén). Cho A la mot C*-dai s6"va A, la tap cde
phin ti duong (Xem Phu luc A.2) trong A. Mot tap con M cua A, dugc goi la tap con
di truyén cua A néu voi moi v € A va y € M thoa man 0 < x <y thi suy ra x € M. Mot
C*-dai s0" con B cua A duogc goi la C*-dai s con di truyén cua A néu B, la tdp con di

truyén cua A

Trén C*-dai s6 C*(SU(n + k)) ta dinh nghia mot ham p : SU(n + k) — C x4c dinh boi

= (n+k) ng— (n+k) Zum (2.10)

trong A6 g = (i) (nk)x(nik) € SU(n+ k) va uy; (1 = 1,2, ...,n+ k) 1 cdc ham hé s6 ma
tran ciia nhém SU(n+ k). Chd ¥ rang do cdc ham wuy; (i = 1,2, ..., k) 1 cdc phan tir thuoc
C*-dai s6 C*(SU(n + k)) nén p ciing 13 mot phan tix thuoe C*(SU(n + k)).
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B6 deé 2.7. Ham p dinh nghia bdi cong thic (2.10) la mot phép chiéu trong C*-dai s6
C*(SU(n + k)), tiic p la phan tu tu lién hop cia C*(SU(n + k)) va thoa man p x p = p.

Chitng minh. Theo Bb dé 2.6 ta ¢6

k
n+k§: n+k§:m=

Do d6 p la phan tir ty lién hop cia C*(SU(n + k)). Goi p 1a do do Haar trén SU(n + k)

sao cho pu(SU(n + k)) = 1, khi d6 v6i moi g = (94;) (nk)x(ntk) € SU(n + k) ta c6

@m@=/1WW%WW

SU (n+k)

Do h € SU(n + k) la ma tran unita nén

g1;

(h 1) = (hi:ho...h . 921
uzy( g) —( 147024+ (n—l—k)z)

9(n+k)j
n+k

= hugy (.j=12..n+k).

Do d6
n+k

ui(h™g) ZhszgSZ (1=1,2,....,n+k).

Tu do ta co

k n+k

(h) (h g n + k Z htt Z Z hszgsz

i=1 s=1
k n+k

n—l—k: Zngthtt s

=1 s=1 t=1
Thay vao cong thic (2.11) ta duoc

k n+k

(05 p)(g) = (n + b)? /‘ZZ%ZMMW

SU(n—l—k)ZlSl t=1
k n+k

k n+k

k

(2.11)

(2.12)

(n+k) ZZQSZZ / hihgdp(h) = (n + k‘)zngsiZ(utt,usi).

=1 s=1 =L sU(n+k)

i=1 s=1

t=1
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trong d6 (.,.) Ia tich v huéng trén L2(SU(n + k)) dinh nghia bdi cong thite (2.8). Ap
dung Bé dé 2.5 ta duoc

k n+k

(p*p)(g) = (n+k 222%2 AL

=1 s=1 t=1
k

= (n—l-k‘)zgm

= p(9)-

Do d6 p * p = p va ta cé diéu phai chimg minh. [ |
BG dé 2.8. C7, = pC*(SU(n+ k))p = {pxa*p:a € C(SU(n +k))}.

Chitng minh. Véig € SU(n+k), 4,7 € {1,2,....n+k} va u1a A6 do Haar trén SU(n + k)
thoa man p(SU(n + k)) = 1, ta ¢

(uij *p)(g) = (n+ ) / wi (W)p(h™" g)du(h)

SU (n+k)

= (n+k) / hij Y uu(h™" g)dp(h).

SU (n+k) =1

Nho cong thic (2.12) ta c6
k n—l—k_
(s x)le) = (k) [ by Y0 Fagaduh

SU(ntk) =1 s=1
k n+k

n + kf Z Z Gsl / uzy )usl(h)d:u(h)

=L 5= su(ntk)
k n+k

= (n+k) Z ngl(Uij, Ugy)-

=1 s=1

Nho Bo dé 2.5 ta ¢6
k n+k

(uij *p)(g9) = (n+ k) Z Z 9510501

=1 s=1
0 néu j=k+1,...,n+k
(n+k)ui;(g) néu j=1,2,.. k.
Mat khac véi g € SU(n + k), i,5 € {1,2,....,n+ k} ta cé

(p % usy)(g) = / p(h)us; (™ g)dp(h)
SU (n+k)
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n+k
=(n+k) / Z hiss Z huigridu(h
SU(m+k) =1 =1
k nt+k
=(n+k)> > gy / hssheidu(h)
sELIEL U (nak)
k nt+k
= (TL + k) Z Z gtj(ussa uti)
" e
n + kf Z th] stész
s=1 t=1

(n+k)ui;(g) néu i=1,2,...,k
0 néu i=k+1,...,n+k.

Tur cac tinh toan trén ta suy ra

n+k)*u; néu i,j€{1,2,... k
p*uij*p:{( ) Jed J (2.13)

0 néu i,je{k+1,k+2,...n+k}

Dé dang kiém tra pC*(SU(n + k)p 1a mot C*-dai s6 con clia C*(SU(n + k)). Mat khac
biéu thitc (2.13) chi ra rang C*-dai s6 con nay dwoc sinh boi cac ham uy; (1,5 = 1,2, ..., k).
Vi véy né chinh la C*-dai s6 C7 ;. [ ]

Dinh ly 2.17. C;;, 1o mot C*-dai s6 con di truyén cua C*-dgi s6"C*(SU(n + k)).

Chitng minh. DE chning minh Cr: 1 1a mot C*-dai s6 con di truyén cta C*-dai s6 C*(SU (n+
k)) ta cén ching minh rang véi moi z € C*(SU(n+k)) vay € Cr, thoaman 0 <z <y
thi z € Cy ;.

That vay, theo Bo dé 2.8 ton tai y' € C*(SU(n + k)) sao cho y = py’p. Khi a6
0 <z < py'p. Ap dung Ménh dé 1.6 ctia Phu luc A.2 ta 6

0<(1—=p)z(l—p) <(1-ppy'p(l—p) =0.

Do do

—_

(1=p)z(l—p)=0

)
=1 —p)Vavr(l —p) =
{(\/:76(1 ) (vVa(l - p))
(
{I
|

. 0
(1—=p)Vz)(1—p)Vz) =0
Vz(1=p)|[>=0

(1= p)Val* =0

—
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{ VI = \/zp

_

Vi =pJx

=1 = Vavr = (pva)(Vap) = prp.

Do d6 = € pC*(SU(n + k))p = C;,. Vay Cr, 1a mot C*-dai s6 con di truyén cha
C*(SU(n + k)). [ |

B6 de 2.9. [21, Elliot, Dinh ly 8.1] Mot C*-dai 56" con di truyén cua mot AF-dai so" la mot
AF-dai s6

Cudi ciing ta thu duoc dinh 1y sau day vé ciu tric cia khong gian thuan nhit khong giao

4 *
hoan C7, ;.

Dinh ly 2.18. (i) C*-dai s6' C; ;. la mot AF-dai s0.
(i) K21 (Cyr ) = 0.

Chatng minh. Tir Dinh 1y 2.17 va Bé dé 2.9 ta suy ra két luan (i). Ta sé ching minh (ii).
Do C . 1a mot AF-dai s6 nén no la giéi han quy nap cua mét day cac C*-dai s6 hiu han
chiéu, titc 1a ton tai mot hé quy nap? {(Aa, das) : @ < B,,3 € I} trong dé A, (o € 1)

14 cdc C*-dai s6 hiu han chiéu, sao cho
Ch = lm A, (2.14)

Do tinh lién tuc clia ham tir Ko, (chang han xem [63, Ménh dé 7.1.7]) tir cong thifc trén
ta co
Koua (Cr ) = im Ko, (Aa). (2.15)
Ap dung Dinh 1y 6.3.8[41], v6i mdi a € I thi C*-dai s& hitu han chiéu A, néu khac khong
deéu cé dang
Ay~ @ Mat,,(C).
i=1

Do Ky.i1(Mat, (C)) = 0 (chang han xem [63, Muc 6.2.3]) tir dang thiic trén ta 6

Kowir (Ag) ~ é; Kouir(Mat,,(C)) = 0(N = 1,2, ... (2.16)

i=1

Tu (2.15) va (2.16) ta c6
K2*+1(Aa) ~ 0.

2 Xem Phu luc A.7



A

So luwgc ve C*-dai so

A.1 Unita héa mot C*-dai s6

B3 dé 1.10 ([44], Ménh dé 1.1.3). Vi méi C*-dai s6° A, déu tdn tai mét C*-dai s6' 6 don,
vi AT chita A nhu mot ideal dong. Hon nita néu A khéng cd don vi thi AT/A ~ C.

Dinh nghia 1.23. C*-dai s6" AT zdy dung ¢ trén dugc goi la mot unita héa cua C*-dai s6°
A.

Goi m: AT — C la anh xa thuong vd A : C — AT la dnh xa sao cho A(p(z) + al) = a.
Khi dé ta dé dang suy ra day khép ché sau:

0—A— A+<%)C — 0. (A1)

Dinh nghia 1.24. Cho A la mot C*-dai s6"va AT la mét unita hda cia A. Khi do

(i) Phin tuw a € A dugc goi la mot dcfng cu trong A néu a*a = 1.

(i1) Phin tu u € A dugce goi la mét unita trong A néu a*a = aa* = 1.

A.2 Phan tir dwong va thit tu trong mot C*-dai s6

Dinh nghia 1.25. Gid su A la mot C*-dai s6 . Khi do

o Mot phin tu a € A duoc goi la mét phin tu duong va ki hicu 0 < a néw a la phin tu

tu lien hop cia A va cd phé ndm trong [0, +00).

o Vi hai phiin tu a,b € A, ta viet a < b néu 0 < b — a.

Ta c6 cac tinh chat quan trong sau day ddi véi quan hé < trén C*-dai s6 A
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Ménh dé 1.6. Gia su A la mot C*-dai s6 vdi quan hé < duoc dinh nghia ¢ trén. Khi do

(i) < la mot quan hé thi tw (bo phdn) trén C*-dai s6” A.
(i) Néu a < b thi x*ax < x*bx vdi moi x € A.
(111) Gid s a la mét phin tu cia A thoa man 0 < a. Khi dd ton tai duy nhdt mét phin ti

duong v/a sao cho a = (\/a)?.

Chiing minh clia ménh dé trén ¢ thé tim thay trong [44, Muc 1.3].

A.3 Anh xa hoan toan duong

Dinh nghia 1.26. Mot dnh xg tuyén tinh bi chan © : A — B gita hai C*-dai s6" dugc goi
la hoan toan dwong néu

D) biw(aza)b; =0

i=1 j=1

vl Mot s6 nguyén duong n, voi Mot ay, as, ..., a, € A va moi by, bs, ..., b, € B.

Nhéan xét. Mot *-dong cau luén 1a mot 4nh xa hoan toan duong. Tuy nhién diéu nguoc

lai néi chung khong dung.

Dinh nghia 1.27. M¢t dnh xg tuyén tinh m : A — B gita hai C*-dai s6” dugc goi la mdt
phép co néu thoa man
Im(a—b)|| < [la—Db]| (a,b € A).

A.4 o-dai so

Trude hét ta nhac lai khai niém vé mot don vi xap xi cia mot C*-dai so .

Dinh nghia 1.28. Cho A la mét C*-dai s0". Mot mang {uy : A € A} trong Ay, non cdc
phin ti duong' cia A, duoc goi la mot don vi zdp x1 cia A néu X < p thi uy < u, va

lim||z(1 — uy)|| = 0 vdi moi z € A.

Dinh ly sau day khang dinh rang mot don vi xap xi nhu viy luén ton tai trong mot
C*-dai s6 bat ky.

Dinh ly 1.19. Méi C*-dai s6” déu chita mét don vi xd’p .

! Xem Phu luc A.2
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C6 thé xem chimg minh ctia dinh 1y trén trong [44, Dinh 1y 1.4.2]. Chu y rang tap chi 6
A timg véi moi don vi xap xi khong phai bao gio cling 1 tap dém duoc. Diéu dé dan dén
khai niém sau day

Dinh nghia 1.29. M¢t C*-dai s6" A duoc goi la mot o-dai s6" néu nd chita mot don vi xdp

xl {uy: N € A} vdi tdp chi s6" A la mot tap dém dugce.

Nhan xét. Cé mot cach dinh nghia khac (chéng han xem [29, Dinh nghia 1.1.20]) vé o-dai
s6 (d6 1a: mot C*-dai s6 dugc goi la o-dai s6 néu né chita mot phan tir dwong chat). Tuy
nhién cdch dinh nghia nay phitc tap hon vi ta phai xay dung khdi niém cdc trang thai

trén mot C*-dai so .

A.5 Dai s6 nhan tir

Dinh nghia 1.30. Gid st A la mot C*-dai 0 bat kyj. Nho dinh lyf cia Gelfand-Na imark?
(chcfng han xzem [23, Dinh lyf 1.17]) ta cd thé xem A la mét C*-dai s6” con cua C*-dai s6
B(H) cdc todn tu tuyén tinh lién tuc trén mot khong gian Hilbert H v6 han chitu vdi tdc
dong khong suy bién cua A trén khong gian Hilbert do. Mot phin tu x € B(H) duoc goi la
mot nhan ti 3 (hai phia) cho A néu xA C A va Ax C A. Khi dd tdp tdt cd cdc nhan ti
cho A:

M(A) :={z €B(H):2A C Ava Az C A}

tao thanh mot C*-dai s6” con cia B(H) va duoc goi la dai s6" nhan tu cua A.

Khi lam viéc véi 1y thuyét cia cdc C*-module Hilbert, doi khi nguoi ta st dung dinh 1y

sau day (xem [37, Chuong 2]) d€ c6 mot cai nhin khac vé ban chit cla dai s6 nhan t.

Dinh ly 1.20 ([37]). Gia st A la mot C*-dai s6" tuy y. Xem A la mot C*-module Hilbert
trén chinh no, khi do ta co cdc dd’ng cu gitta cdc C*-dai s6 nhu sau
(Z) A~ KA(A),
(ii) M(A) ~ La(A).
Bay giv ta sé dinh nghia topo chat trén dai s6 nhan ti.
Dinh nghia 1.31. Gid s M(A) la dai 6" nhan tu cia C*-dai s6” A. Topé chait trén M(A)
la topo sinh boi cdc nia chudn
[z[lla = [lzal| + [laz]| (a € A).

2 Chi ¥ ring dinh 1y nay 1a mét hé qua clia cau triic GNS chit khéng phai dinh 1y ndi ring mdi C*-dai s6 giao hodn
dbu ddng cAu véi khong gian cac ham lién tuc triét tiéu tai vo han trén phd cia né
3 Tiéng Anh la: multiplier
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Ta ¢6 ménh dé quan trong sau day (xem [29, Ménh dé 1.1.13]) vé sy hoi tu trong dai s6

nhan tir theo topo chit

Ménh dé 1.7. Gid sit {ux, A € A} la mot don vi zd'p x7 cia C*-dai 56" A. Khi dd vdi moi
m € M(A) thi {muy}rea va {uxm}rea déu hi tu dén m theo toépé chit cua M(A).

Ménh dé 1.8 ([29], B8 dé 1.1.14). Cho A la mot C*-dgi 56, E la mét G-module Hilbert
va ¢ 1 A — Kg(E) la mot *_dang cdu. Khi dd ®(A)E = E va mo réng lién tuc theo topo
chdt ¢ : M(A) — Lg(E) cia ¢ cing la mot *-ddng cdu.

4 Y ’, . ~ . ~ A
A.6 Tich tensor cua cac C* dai so, C*-dai so hat nhan

Néu nhu tich tensor ctia hai khong gian Hilbert duwoc xdc dinh mot cdch duy nhat do trén
tich tensor dai s6 ctia hai khong gian d¢ chi ton tai duy nhit mot tich trong (xem [41,
Dinh ly 6.3.1]) thi vdn dé xay dung tich tensor cia hai C*-dai s6 lai kh& phic tap. Céc
tai liéu tham khao t6t cho phan nay 1a [37], [41, Muc 6.3] va [30, Muc 11.3].

, 9 , .« N
Tich tensor cua cac C*-dai so6

Cho A va B 1a hai C*-dai s6. Goi A® B 1a tich tensor dai s6 ctia A va B, tiic Ia tich tensor
cia hai khong gian vécto phitc ciing v6i phép nhan (a1 ® by)(az ® by) = (a1.a2 ® by.by) va
phép d6i hop (a ® b)* = a* @ b* véi moi ay,az,a € A vh by, by, b € B. Ta sé xem xét cic
chuan p vira la chuan chéo, tiic thoa man p(a ® b) = ||a|.||b||, vira 1a mot C*-chuan, tic
thda méan p(a*.a) = p(a)?, trén A® B. Trong nhiing chuan thdéa méan diéu kién trén, luén
ton tai mot chuan 16n nhat p v mot chuan bé nhét o theo nghia o(z) < p(z) < p(z)

véi moi © € A ® B. Bay git ta sé di xAy dung chuan bé nhit & trén.

Dinh nghia 1.32 (Tich tensor khéng gian). Cho A va B cdc C*-dai s6 vdi cdc biéu dién
phd dung tuong ting (H, ) va (K,1), tic bieu dién la tong truc truc tié€p cdc biéu dién
GNS cam sinh ti cdc tragng thdi trén C*-dai s6 tuong vwng (vem thém [41, Muc 3.4]).
Theo [41, Pinh 1 6.3.3] ton tai duy nhdt mot *-don ciu 7™ : A® B — B(HRK) sao cho
m(a®b) = p(a)@(b) voi moi a € Ava b € B, trong dd HRK la tich tensor cia hai khong
gian Hilbert H va K. Khi dd dé dang ki€m tra rang ham

|.]«:A®B— RT
x> || ()]
la mot C*-chudn va dugc goi la mot C*-chudn khong gian*. Bao diy du cia A ® B theo
chudn ||.||. duoc goi la tich tensor khong gian ° cia A va B va duoc kyj hiéu la A ®, B.

4 Tén ti€ng Anh: Spatial C*-norm
5 Tén tiéng Anh: Spatial tensor product
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Dinh Iy sau day sé khang dinh chuan C'* khong gian dinh nghia & trén 1a chudn nhd nhat
trong céc chuan trén A® B. Chinh bdi 1y do nay nén doi khi ngudi ta goi chuan C'* khéng

gian 13 chudn cuc tiéu va tich tensor tuwong ting la tich tensor cuc tiéu.
Dinh 1y 1.21. /41, Djnh lyj 6.4.18] Gid su A va B la hai C*-dgi s6' tuy . Khi dJ chudn C*

khong gian la mot C*-chudn nho nhdt trén A ® B.

C*-dai s6 hat nhan

Dinh nghia 1.33. Mot C*-dai s6” A duoc goi la hat nhan néu vdi moi C*-dai s6 B déu ton

tai duy nhdt mot C*-chudn trén tich tensor dai s6’ A ® B.
Dinh ly sau day sé liét ké mot s6 16p C*-dai s6 1a C*-dai s6 hat nhan.

Dinh ly 1.22 ([4], Dinh ly 15.8.2). Moi C*-dai s6" giao hodn, C*-dgi s0" hitu han chiéu,

AF-dqi 50, C*-dai s0’ nhom cua mot nhom compact déu la cdc C*-dai s6” hat nhan.

A.7 Gidi han quy nap trong pham tru cac C* dai s6,
AF-dai so

o 2o 9 , .« N
Gioi han quy nap cua cac C*-dai so

Dinh nghia 1.34 (Hé quy nap). Gid su I la mot tap cd thit tu va {A, : a € I} la mot
ho cdic C*-dgi s6 . Mot hé quy nap la mot ho {(Aa, pap) : @ < B,c, B € I}, trong do ¢ap
la cdc *-dong cdu tu C*-dai s6” A, vao C*-dgi s6° Ag va thoa man ¢os = Prgdary VI MOI

a < B < trong I, titc lam cho so do sau giao hodn

A, $ag Ag
=
> Py
A“f

Mét khai niém twong tuy véi khai niém giéi han trong giai tich ¢o dién dwoc xay dung

trong pham trii cic C*-dai s6 nhu sau
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Dinh nghia 1.35 (Gidi han quy nap). Gia st {(As, dap) : a < B,, 8 € I} la mot hé
quy nap cua cic C*-dai 56" . Khi do {(A, ¢o) : a € I} bao gom mot C*-dai 56" A cing vdi
ho cdc *-dong cdu ¢, tir Ay vao A(a € I) duoc goi la gidi han quy nap®, dugc kij hiéu
A= li_I)H(Aa, bup) hodc ky hiéu ngin gon A = lim A, khi ho cdc *_dong cdu trén duoc xdc

dinh, néu thoa man cdc ditu kién sau

o Vdimoia<f (a,f €1),sodosau la giao hodn

A, —Jos Ay
=
¢ o
A

o Néu co mot C*-dai s6° B cung vdi mot ho cdc *-dong cdu 1, t A, vao B (o € I) lam

cho so do sau day giao hodn vdi moi o < 8 (e, 5 € I)

A, $ag Ay
<
@ Pg
B

thi ton tai duy nhdt mot *-dong cdu T tir A vao B lam cho so do sau ddy giao hodn vdi
moi o < 3 (o, B € 1)

A, Pas Ag
o G (0
D B8
A e ~ B
T

AF-dai s6

Dinh nghia 1.36. Mot C*-dai s6 dugce goi la mot AF-dgi s6" néu nd la gidi han quy nap
cua mot ho cdc C*-dai s6” hitu han chitu.

6 Con duoc goi 1a gidi han thuin



B

So lrgc vé C*-module Hilbert

B.1 C*-module Hilbert

Cho B la mét C*-dai s6 vé6i chuan ||.||.

Dinh nghia 2.37. Mot B-module tién Hilbert la mot khong gian vécto phic E va dong thoi
la mot B-module phdi dugc trang bi mot dnh xg < .,. >: E x E — B tuyén tinh theo bién
that hai va thoa man cdc ditu kién sau day voi moi b € B, x,y € E:
(i) <z,yb >=<z,y > b,

(i) < x,y >*=<y,z >,

(i) < z,x >> 0,

() < x,x >=0 kéo theo x = 0.

T d6 ta di dén khdi niém mot C*-module Hilbert nhu sau

Dinh nghia 2.38 (C*-module Hilbert). Mot B-module Hilbert la b6 sung ddy di cia mot
B-module tien Hilbert E theo chudn sau ddy

1
lelf =1l <ee> 7 (e € E).

Vi du 2.3. Ban than B la mot B-module Hilbert véi tich trong xdc dinh bdi cong thite:
(a,b) = a*b.

Dinh nghia 2.39 (Lg(E), E»)). Vi méi cdp hai B-module Hilbert Eq,Es ta ky hiéu
Lg(FE1, Es) la tdp tdt ca cic ham T : Ey — FEy sao cho ton tgi mot dnh za T* : By — FEj,

goi la lien hop cua T, sao cho
<Tx,y>=<uz,Ty > (x € Ey,y € E»).
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Ménh d& 2.9 ([29], B dé 1.1.7). Gid si: E la mét B-module Hilbert. Khi dé L (E) la

mot C*-dai s6 .

Dinh nghia 2.40 (Kg(E1, E2)). Gid si E1, Ey la mot cdp hai B-module Hilbert. Vi méi
x € By va y € By ta dinh nghta mét dnh zq 0., : E1 — Ey xdc dinh boi

Ory(2) =2<y,z2> (2 € E).

Dé dang kiém tra rang 05, = Oyo va tic dd 6., € Lp(Ey, Es). Ky hicu Kp(E), Ey) la
bao tuyén tinh dong cua tip {0., : * € Es,y € Er}. Khi By = Ey = E ta ky hiéu
Kp(F) =Kg(E, E).

Ménh d& 2.10 ([29], BS dé 1.1.9). Gid stt E la mot B-module Hilbert. Khi dé K z(E) la
mot ideal hai phia dong cia Lg(E).

B.2 C*-module Hilbert phan bac

Trude hét ta sé nhic lai khai niém mot C*-dai s6 phan bac.

Dinh nghia 2.41. Mot C*-dai s6 phan bic la mot C*-dai s6° B cung vdi mot dnh xa *-tuyén
tinh Bp théa man (% = id. Khi dd B dwoc goi la dnh za phdn bic cia B va ta ndi rang

B duoc phan bic boi dnh xa [p.
Sau day sé 1a khai niém mot C*-module Hilbert phan béc trén mot C*-dai s6 phan béc.

Dinh nghia 2.42. M¢t B-module Hilbert phdn bic trén mot C*-dai s0” phan bic vdi dnh
xa phdan bac Bp la mot B-module Hilbert cung vdi mot song dnh tuyén tinh Sg : E — E,

duoc goi la todn tu phdn bac, sao cho cdc dieu kién sau day dugc thoa man:

(i) Sp(eb) = Sg(e)Bp(b) (e € E,be B),

(1i) (Se(e), Se(f)) = Bs((e. f)) (e, f € E),
(iii) S% = id.

Tt do ta cd E = FEy® Ey vdi By ={e € E:Sg(e) =c}va Fy ={e € E: Sg(e) = —e}.

B.3 Tich tensor trong

Gia st A 1a mot C*-dai s6 , F 1A mot B-module phan bac, ¢ : A — L (E) ld mot *-dong

cau. Chi y rang A 1a mot C*-dai s thi né ciing 13 mot vanh véi cdc phép toan cong va
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nhan hai phan t tring véi cdc phép toan twong ing cia cau tric C*-dai s6 cia né. Dé
dang kiém tra rang E c¢6 cAu tric mot module trai trén vanh A véi tdc dong trai cia A
trén E duoc xdc dinh bdi: a.e = (p(a))(e), v6i moi a € A vh e € E. Ban than A 1a mot

module phai trén vanh A. Goi A ® E la tich tensor cia hai module A va E trén vanh A.
A

Dinh nghia 2.43. Trang bi cho A (%) E cdu tric cua mét B-module tien Hilbert vdi tdc
dong phdi cua B trén A (% E xdc dinh boi

(a®e)b=a® (eb)(a€ A,ec€ E,be B)
va tich trong xdc dinh bdi
(a1 ® e1, a9 ® e3) = (e1, p(ajas)es) (ar, a2 € A, e1,e5 € E).

Khi do bao dong cua A % E 1ing voi chudn cdm sinh boi tich trong o trén la mét B-module
Hilbert va duoc goi la tich tensor trong cua A va E, duoc ki hiéu la A® E, cdc phin tu
a® e cua A%E, vdtmoia € A, e € B, trongAQEE duoc ky hiéu la aée.

Trong truong hop A la mot C*-dai s6” phan bdc tim thuong va E phdn bic boi todn tu
phdn bic Sg ta dinh nghia mét todn tw phan bic trén A @ E la Sagr = id @ Sk xdc dinh
b ’ ’

SAgE(a % e)=a QE) Sg(e) (a € Aje € F).

Khi do A® E cung vdi todn tu phdn bic Sagr duoc goi la mét tich tensor trong phdn bdc.
® @



Két luan

Muc dich cta ludn van 1a nghién citu cac két qua mo td gan day ctia Mayer-Thomsen vé
dic trung cla céc phan tir trong cdc nhém K K-ly thuyét dang bién, ing dung cla ddi
ngau Thomsen trong K K-1y thuyét dang bién vh nghién cfu ciu tric cta cic C*-dai so
cta khong gian thuan nhat. K&t qua cta luan van 14 da hoan thanh cic cong viéc nghién
citu sau:

e Nghién cifu tong quan lich st ra doi cta KK-ly thuyét néi chung vh KK-ly thuyét
dang bién néi riéng.

e Nghién citu cdc két qua nghién cttu mdi nhat cia Mayer-Thomsen vé s 6n dinh héa
trong K K-1y thuyét dang bién.

e Trinh bay tong quan va st dung d6i ngdu Thomsen trong K K-1y thuyét dang bién dé
dwa ra mot chiing minh khdc cho mot két qua da cd.

e Trinh bay tong quan vé chuong trinh hinh hoc khéng giao hoén, tir d6 giai thich xuét
st cua viéc nghién ciu cau tric cia cdc C*-dai s6 ctua khong gian thuan nhat va da

thu duoc cdc két qua nghién ctitu ciu tric caa C*-dai s6 CF .
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