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Më ®Çu

KK-lý thuyÕt lµ mét bé phËn quan träng cña K-lý thuyÕt vµ mét c¸ch tù nhiªn ta
sÏ ®iÓm qua lÞch sö ph¸t triÓn cña K-lý thuyÕt. Cha ®Î cña K-lý thuyÕt lµ Alexander
Grothendieck , «ng ®· ®­a ra ý t­ëng vÒ K-nhãm trong mét c«ng tr×nh cña m×nh trong
h×nh häc ®¹i sè vµo kho¶ng cuèi nh÷ng n¨m 1950. N¨m 1959, Michael Atiyah vµ Friedrich
Hirzebruch ®· x©y dùng K-lý thuyÕt trong t«p« (xem [2]). Song song víi sù ra ®êi cña
K-lý thuyÕt t«p« , K-lý thuyÕt ®¹i sè ®· ®­îc Daniel Quillen x©y dùng. Ngay trong thêi
gian nµy, K-lý thuyÕt ®· ®¸nh dÊu vai trß cña nã trong gi¶i tÝch víi sù xuÊt hiÖn cña ®Þnh
lý chØ sè Atiyah-Singer (xem [3]) vµ chÝnh ®Þnh lý nµy ®· më ®Çu cho sù ph¸t triÓn cña
K-lý thuyÕt to¸n tö, tøc K-lý thuyÕt trªn ph¹m trï c¸c C∗-®¹i sè . N¨m 1980, Gennadi
Kasparov ®· tæng qu¸t hãa BDF-lý thuyÕt, K-lý thuyÕt to¸n tö vµ cho ra ®êi KK-lý
thuyÕt hay cßn gäi lµ K-song hµm tö (xem [32]). HiÖn nay nh÷ng nghiªn cøu vÒ KK-lý
thuyÕt ®ang ph¸t triÓn m¹nh mÏ bëi vai trß quan träng cña nã trong lý thuyÕt cña c¸c
to¸n tö elliptic tæng qu¸t (xem [24, 33]), gi¶ thuyÕt Novikov (Kasparov ®· sö dông KK-lý
thuyÕt ®¼ng biÕn ®Ó chøng minh gi¶ thuyÕt Novikov cho tr­êng hîp c¸c nhãm con rêi
r¹c cña mét nhãm Lie, xem [34, 26]), trong gi¶ thuyÕt Bauu-Connes (xem [51] hoÆc [4,
Môc 24.4]) vµ ®Æc biÖt trong VËt lý víi lý thuyÕt ph©n lo¹i c¸c D-mµng (xem [53]hoÆc
[28, PhÇn I]).

LÞch sö ra ®êi cña KK-lý thuyÕt

K-lý thuyÕt phøc lµ mét lý thuyÕt ®èi ®ång ®iÒu suy réng trªn ph¹m trï c¸c kh«ng gian
Hausdorff compact. Mét c¸ch tù nhiªn ng­êi ta mong muèn t×m ®­îc mét lý thuyÕt
®ång ®iÒu t­¬ng øng vµ lý thuyÕt ®ång ®iÒu ®ã ®­îc gäi lµ K-®ång ®iÒu. XuÊt ph¸t tõ
thùc tÕ r»ng nhãm ®ång ®iÒu K0(X) ®· ®­îc x©y dùng nhê ®èi ngÉu Spanier-Whitehead
(xem [52]) trong tr­êng hîp cña mét phøc h÷u h¹n X, n¨m 1968 Atiyah (xem [1]) ®·
®Æt ra bµi to¸n vÒ t×m mét ®Þnh nghÜa b»ng lý thuyÕt to¸n tö cho hµm tö K-®ång ®iÒu
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trªn ph¹m trï c¸c kh«ng gian Hausdorff compact. B»ng c¸ch tæng qu¸t hãa kh¸i niÖm
c¸c to¸n tö Fredholm, Atiyah ®· ®­a ra kh¸i niÖm sau

Cho X lµ mét kh«ng gian Hausdorff compact, ký hiÖu Ell(X) lµ tËp tÊt c¶ c¸c bé ba
(σ0, σ1, T ), trong ®ã σi lµ biÓu diÔn cña C∗-®¹i sè giao ho¸n C(X) trªn kh«ng gian Hilbert
Hi (i = 1, 2), T lµ mét to¸n tö Fredholm tõ H0 vµo H1 sao cho Tσ0(f) − σ1(f)T lµ c¸c
to¸n tö compact tõ H0 vµo H1 víi mäi f ∈ C(X).

Trong tr­êng hîp X lµ c¸c phøc h÷u h¹n «ng ®· x©y dùng ®­îc mét ¸nh x¹ tõ Ell(X)

vµo K0(X), nhãm K-®ång ®iÒu cña X, vµ chøng minh ®­îc ¸nh x¹ nµy lµ mét toµn ¸nh.
Tuy nhiªn Atiyah ®· kh«ng chØ ra ®­îc mét quan hÖ t­¬ng ®­¬ng trªn Ell(X) ®Ó khi
chia th­¬ng cho quan hÖ ®ã ta thu ®­îc song ¸nh vµo K0(X).

N¨m 1977, Brown, Douglas vµ Fillmore (xem [6]) ®· ®­a ra c©u tr¶ lêi ®Çu tiªn cho
bµi to¸n trªn cña Atiyah khi c¸c «ng nghiªn cøu nhãm më réng Ext(X) cña c¸c C ∗-më
réng cã d¹ng

0→ K→ E → C(X)→ 0 (0.1)

trong ®ã K lµ C∗-®¹i sè c¸c to¸n tö compact trªn mét kh«ng gian Hilbert v« h¹n chiÒu
t¸ch ®­îc, X lµ mét kh«ng gian Hausdorff compact, vµ ®· chøng minh ®­îc r»ng trong
tr­êng hîp X lµ mét phøc h÷u h¹n th× Ext(X) ' K1(X).

Bµi to¸n tiÕp theo ®­îc ®Æt ra lµ cã thÓ thu ®­îc mét kÕt qu¶ më réng cña BDF -lý
thuyÕt ®èi víi c¸c C∗-më réng ë d¹ng tæng qu¸t sau ®©y hay kh«ng?

0→ B → X → A→ 0 (0.2)

trong ®ã A, B lµ c¸c C∗-®¹i sè bÊt kú. §­îc khÝch lÖ bëi c¸c kÕt qu¶ øng dông BDF -lý
thuyÕt ®Ó nghiªn cøu cÊu tróc cña c¸c C ∗-®¹i sè cña §ç Ngäc DiÖp (xem [11]), n¨m 1980
Kasparov ®· thµnh c«ng trong viÖc më réng kÕt qu¶ cña Brown, Douglas vµ Fillmore cho
tr­êng hîp c¸c C∗-më réng cã d¹ng (0.2) (xem [32]). ¤ng ®· ®­a ra ®Þnh nghÜa vÒ mét
song hµm tö KK-lý thuyÕt vµ chØ ra r»ng nhãm Ext(A,B) cña c¸c C ∗-më réng cã d¹ng
(0.2) ®¼ng cÊu víi nhãm KK 1(A,B) do «ng x©y dùng trong tr­êng hîp A lµ mét C∗-®¹i
sè t¸ch ®­îc vµ B lµ mét C∗-®¹i sè h¹t nh©n 2. Nh­ vËy b»ng viÖc ®Ò xuÊt kh¸i niÖm
KK-lý thuyÕt Kasparov ®· gi¶i quyÕt trän vÑn bµi to¸n do Atiyah ®Æt ra.

LÞch sö vÊn ®Ò cÇn nghiªn cøu

LÊy ý t­ëng tõ sù ra ®êi cña c¬ häc l­îng tö mµ trong ®ã, ®øng trªn quan ®iÓm to¸n
häc, viÖc nghiªn cøu ®¹i sè giao ho¸n cña c¸c hµm trªn mét kh«ng gian trong c¬ häc cæ
®iÓn ®­îc thay thÕ bëi viÖc nghiªn cøu c¸c ®¹i sè kh«ng giao ho¸n cña c¸c to¸n tö trªn
2 Xem Phô lôc A.6
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mét kh«ng gian Hilbert, n¨m 1983 nhµ to¸n häc ng­êi Ph¸p Alain Connes 3 ®· ®Ò xuÊt
ch­¬ng tr×nh h×nh häc kh«ng giao ho¸n.

Trong ch­¬ng tr×nh nµy c¸c nhµ to¸n häc ®· x©y dùng ®­îc hµng lo¹t c¸c ®èi t­îng
kh«ng giao ho¸n t­¬ng øng víi c¸c ®èi t­îng trong h×nh häc cæ ®iÓn. Ta sÏ ®iÓm qua
mét sè mèc lÞch sö ®ãng vai trß quan träng trong sù ra ®êi cña ch­¬ng tr×nh h×nh häc
kh«ng giao ho¸n. N¨m 1943, Gelfand-Na ǐmark[22] ®· chøng minh ®­îc r»ng cã mét ®èi
ngÉu gi÷a c¸c C∗-®¹i sè giao ho¸n víi c¸c kh«ng gian Hausdorff compact ®Þa ph­¬ng
vµ tõ ®ã mçi C∗-®¹i sè kh«ng giao ho¸n ®­îc coi nh­ t­¬ng øng víi mét kh«ng gian
h×nh häc \kh«ng giao ho¸n". N¨m 1962, Serre-Swan4[54] chØ ra r»ng c¸c ph©n thí vÐct¬
trong h×nh häc cæ ®iÓn cã thÓ ®­îc thay thÕ bëi c¸c module x¹ ¶nh h÷u h¹n sinh vµ tõ
®ã ®Æt c¬ së cho viÖc x©y dùng phiªn b¶n kh«ng giao ho¸n cña K-lý thuyÕt t«p« lµ K-lý
thuyÕt to¸n tö. §Õn n¨m 1987, Woronowicz[64] ®· x©y dùng c¸c nhãm l­îng tö ma trËn
compact, më ®Çu cho lý thuyÕt vÒ nhãm l­îng tö, ®èi t­îng ®­îc coi nh­ phiªn b¶n
kh«ng giao ho¸n cña nhãm cæ ®iÓn. N¨m 1980, Kasparov[32] ®· x©y dùng thµnh c«ng
phiªn b¶n kh«ng giao ho¸n cña BDF -lý thuyÕt lµ KK-lý thuyÕt. N¨m 1983, nh÷ng c«ng
tr×nh ®Çu tiªn cña Connes vÒ h×nh häc kh«ng giao ho¸n ®­îc xuÊt b¶n (xem [56]).

Ch­¬ng tr×nh h×nh häc kh«ng giao ho¸n hiÖn nay vÉn lµ mét bµi to¸n më lín. Nã ®ßi
hái c¸c nhµ to¸n häc x©y dùng vµ nghiªn cøu c¸c ®èi t­îng kh«ng giao ho¸n t­¬ng øng
víi c¸c ®èi t­îng cæ ®iÓn. Trong h­íng nghiªn cøu nµy §ç Ngäc DiÖp ®· x©y dùng vµ
nghiªn cøu thµnh c«ng hµng lo¹t c¸c ®èi t­îng kh«ng giao ho¸n nh­ ®Æc tr­ng Chern
kh«ng giao ho¸n, ®Æc tr­ng Chern-Connes kh«ng giao ho¸n (xem [14, 15, 16]), ®Þnh lý
Riemann-Roch, ®Þnh lý chØ sè, ®èi ®ång ®iÒu Cěch kh«ng giao ho¸n (xem [17, 18]), øng
dông cña ph­¬ng ph¸p h×nh häc kh«ng giao ho¸n vµo nghiªn cøu c¸c C ∗-®¹i sè nhãm
(xem [12, 13]), ®ång thêi «ng còng ®ang x©y dùng mét sè c¸c ®èi t­îng kh«ng giao ho¸n
kh¸c nh­ CW -phøc kh«ng giao ho¸n, ph©n thí Serre kh«ng giao ho¸n (xem [19]), c¸c
khung kh«ng giao ho¸n (xem [20]). VÊn ®Ò nghiªn cøu cña luËn v¨n lµ sù nèi tiÕp c¸c
c«ng tr×nh nªu trªn cña §ç Ngäc DiÖp. Trong luËn v¨n nµy chóng t«i sÏ ®Ò xuÊt kh¸i niÖm
vµ nghiªn cøu cÊu tróc cña c¸c C ∗-®¹i sè cña kh«ng gian thuÇn nhÊt, c¸c kh«ng gian nµy
®­îc coi nh­ phiªn b¶n \kh«ng giao ho¸n" t­¬ng øng víi c¸c kh«ng gian thuÇn nhÊt cæ
®iÓn vµ do ®ã còng ®­îc gäi lµ c¸c kh«ng gian thuÇn nhÊt kh«ng giao ho¸n.

KÕt qu¶ chÝnh vµ néi dung cña luËn v¨n

KÕt qu¶ chÝnh cña luËn v¨n bao gåm
3 ¤ng ®­îc trao tÆng gi¶i th­ëng Fields n¨m 1982
4 Thùc chÊt lµ trong mét c«ng tr×nh cña Swan tuy nhiªn Serre ®· ®­a ra ý t­ëng tõ tr­íc ®ã



Môc lôc viii

� KÕt qu¶ ®Çu tiªn cña luËn v¨n lµ ®­a ra mét chøng minh kh¸c cho kh¼ng ®Þnh r»ng
KK-lý thuyÕt lµ mét tæng qu¸t hãa cña K-lý thuyÕt. §Ó thùc hiÖn ®iÒu nµy chóng t«i
sö dông ®Þnh lý Voiculescu-Kasparov[31] ®Ó x©y dùng cô thÓ mét *-®ång cÊu hót råi
tõ ®ã thùc hiÖn viÖc tÝnh to¸n trùc tiÕp c¸c ®¹i sè ®èi ngÉu trong ®èi ngÉu Thomsen
vµ ¸p dông ®èi ngÉu nµy ®Ó suy ra kÕt qu¶ cÇn chøng minh.

� KÕt qu¶ chÝnh tiÕp theo lµ viÖc nghiªn cøu cÊu tróc cña kh«ng gian thuÇn nhÊt kh«ng
giao ho¸n C ∗

n,k. ViÖc nghiªn cøu nµy ®­îc b¾t ®Çu b»ng viÖc m« t¶ cÊu tróc cña c¸c
kh«ng gian thuÇn nhÊt vµ C ∗-®¹i sè nhãm t­¬ng øng. B»ng viÖc chøng minh mét sè
kÕt qu¶ liªn quan ®Õn c¸c hµm hÖ sè ma trËn chóng t«i thu ®­îc mét m« t¶ thu gän
cña C∗-®¹i sè C∗(SU(m)) vµ tõ ®ã ®Ò xuÊt c¸c kh¸i niÖm C ∗-®¹i sè cña kh«ng gian
thuÇn nhÊt. Sau ®ã b»ng viÖc sö dông c¸c kü thuËt cña ®¹i sè to¸n tö chóng t«i chøng
minh ®­îc C ∗-®¹i sè C∗

n,k lµ mét AF -®¹i sè vµ tõ ®ã thu ®­îc m« t¶ ë møc ®é K-lý
thuyÕt cña C∗-®¹i sè nµy.

Néi dung chÝnh cña luËn v¨n bao gåm

� PhÇn më ®Çu giíi thiÖu tæng quan vÒ lÞch sö ra ®êi cña ®èi t­îng lµm viÖc chÝnh, xuÊt
sø cña vÊn ®Ò cÇn nghiªn cøu vµ néi dung chÝnh cña luËn v¨n.

� Ch­¬ng mét cña luËn v¨n tr×nh bµy tæng quan vÒ KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn, kÕt qu¶
cña Mayer-Thomsen trong viÖc nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh cña KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn
vµ ®èi ngÉu Thomsen trong KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn. §ãng gãp cña chóng t«i trong
ch­¬ng nµy lµ sö dông ®èi ngÉu Thomsen trong KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn ®Ó ®­a ra
mét chøng minh kh¸c cho kh¼ng ®Þnh r»ng K-lý thuyÕt lµ mét tr­êng hîp riªng cña
KK-lý thuyÕt.

� Ch­¬ng hai tr×nh bµy kÕt qu¶ nghiªn cøu chÝnh cña luËn v¨n . Trong ch­¬ng nµy
chóng t«i tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ liªn quan ®Õn cÊu tróc cña c¸c kh«ng gian thuÇn nhÊt
SU(n+ k)/SU(n) vµ C∗-®¹i sè nhãm C ∗(SU(m)) lµm c¬ së cho viÖc ®Ò xuÊt ý t­ëng
vÒ c¸c C∗-®¹i sè cña kh«ng gian thuÇn nhÊt. TiÕp ®ã chóng t«i chøng minh mét lo¹t
c¸c kÕt qu¶ liªn quan ®Õn c¸c hµm hÖ sè ma trËn vµ tõ ®ã thu ®­îc sù m« t¶ cÊu tróc
cña C∗-®¹i sè cña kh«ng gian thuÇn nhÊt C ∗

n,k ë møc ®é K-lý thuyÕt.

� Phô lôc cña luËn v¨n tr×nh bµy nh÷ng kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ c¸c C ∗-®¹i sè vµ C∗-module
Hilbert lµm nÒn t¶ng cho viÖc x©y dùng lý thuyÕt ®­îc tr×nh bµy trong phÇn chÝnh
cña luËn v¨n.



Danh môc c¸c ký hiÖu

B : C∗-®¹i sè cña c¸c to¸n tö tuyÕn tÝnh liªn tôc trªn l2

Ĝ : VËt ®èi ngÉu cña nhãm G

K : C∗-®¹i sè cña c¸c to¸n tö compact trªn kh«ng gian Hilbert l2

K0(A) : Nhãm K-lý thuyÕt ch½n cña C ∗-®¹i sè A

K1(A) : Nhãm K-lý thuyÕt lÎ cña C ∗-®¹i sè A

KG : C∗-®¹i sè cña c¸c to¸n tö compact trªn L2(G)

KK(A,B)0
G : Nhãm KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn ch½n cña c¸c C ∗-®¹i sè A vµ B

KK(A,B)1
G : Nhãm KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn lÎ cña c¸c C ∗-®¹i sè A vµ B

l2 : Kh«ng gian Hilbert {(x1, x2, ...) : xi ∈ C, i = 1, 2, ...,

∞∑

i=1

|xi|2 <∞}

L2(G) : Kh«ng gian Hilbert c¸c hµm phøc trªn G vµ
∫

G

|f(g)|2dµ(g) <∞

LB(E) : C∗-®¹i sè c¸c to¸n tö kh¶ liªn hîp trªn B-module Hilbert E

M(A) : §¹i sè nh©n tö cña C ∗-®¹i sè A

N : TËp c¸c sè nguyªn d­¬ng

Q : §¹i sè CalkinM(K)/K

Z : TËp c¸c sè nguyªn
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1.1 Sù ra ®êi vµ ph¸t triÓn cña KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn

KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn lµ mét bé phËn quan träng cña KK-lý thuyÕt, ®­îc ®Ò xuÊt vµo
n¨m 1988 bëi Kasparov khi «ng muèn t×m mét phiªn b¶n ®¼ng biÕn cña KK-lý thuyÕt
kh«ng ®¼ng biÕn do chÝnh «ng ®Ò xuÊt víi môc ®Ých ban ®Çu lµ nghiªn cøu gi¶ thuyÕt
Novikov (xem [34]).

§èi víi KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn víi t¸c ®éng cña mét nhãm compact th× mäi kÕt qu¶
thu ®­îc tõ KK-lý thuyÕt kh«ng ®¼ng biÕn ®­îc suy ra mét c¸ch trùc tiÕp vµ ®· ®­îc
chÝnh Kasparov x©y dùng (xem [32]). §èi víi tr­êng hîp nhãm t¸c ®éng chØ tháa m·n
tÝnh chÊt compact ®Þa ph­¬ng vµ tiªn ®Ò ®Õm ®­îc thø hai th× mäi sù tæng qu¸t hãa lµ
kh«ng tÇm th­êng. Lý do chÝnh cña sù khã kh¨n nµy lµ ®Þnh lý æn ®Þnh cña Kasparov
cho tr­êng hîp kh«ng ®¼ng biÕn (xem [31, §Þnh lý 2]) kh«ng cßn ®óng trong tr­êng
hîp nhãm t¸c ®éng lµ mét nhãm compact ®Þa ph­¬ng n÷a (xem [39, Môc 1]). N¨m 2000,
Meyer ®· ®Ò xuÊt mét ý t­ëng ®Ó kh¾c phôc khã kh¨n trªn khi «ng ®ßi hái t¸c ®éng tr¸i



1.2. C¸c cÊu tróc ®¼ng biÕn 3

cña mét C∗-®¹i sè trªn mét bé ba Kasparov t­¬ng øng ph¶i cã tÝnh chÊt cèt yÕu 1 (xem
[39]). B»ng c¸ch nµy «ng ®· thu ®­îc rÊt nhiÒu kÕt qu¶ quan träng nh­ chøng minh
®­îc bøc tranh Cuntz cho tr­êng hîp KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn (tr­êng hîp kh«ng ®¼ng
biÕn xem [10]), ®­a ra mét chøng minh kh¸c cho tÝnh chÊt lµ mét hµm tö ®ång lu©n, æn
®Þnh, chÎ, khíp phæ dông cña KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn.

§Ó lµm râ ý nghÜa cña néi dung ®­îc tr×nh bµy trong ch­¬ng nµy, ta tãm t¾t nh÷ng
®ãng gãp chÝnh cña Klaus Thomsen cho viÖc ph¸t triÓn KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn. §ãng
gãp ®¸ng kÓ ®Çu tiªn cña Thomsen lµ viÖc «ng ®· chøng minh ®­îc tÝnh chÊt lµ mét
hµm tö ®ång lu©n, æn ®Þnh, chÎ, khíp phæ dông cña KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn (xem [58]).
KÕ ®Õn n¨m 2000 «ng ®· chøng minh ®­îc phiªn b¶n ®¼ng biÕn kÕt qu¶ cña Kasparov
vÒ mèi quan hÖ gi÷a KK-lý thuyÕt vµ lý thuyÕt më réng cña c¸c C ∗-®¹i sè (xem [59]).
N¨m 2005, Thomsen ®· nghiªn cøu nh÷ng cÊu tróc æn ®Þnh cña KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn
do Meyer ®Ò xuÊt, mµ trong cÊu tróc ®ã c¸c phÇn tö cña KK-nhãm ®­îc ®Æc tr­ng bëi
c¸c bé ba Kasparov c¬ b¶n vµ cèt yÕu (xem [39, Bæ ®Ò 3.3]), nhê ®ã «ng ®· chøng minh
®­îc tÝnh æn ®Þnh cña c¸c phÇn tö trong KK-nhãm víi \nhiÔu" cña c¸c bé ba Kasparov
suy biÕn vµ ®ång thêi sö dông kÕt qu¶ nµy ®Ó chøng minh mét ®èi ngÉu 2 gi÷a KK-lý
thuyÕt ®¼ng biÕn cña mét cÆp G-®¹i sè vµ K-lý thuyÕt cña mét C ∗-®¹i sè t­¬ng øng
(xem [61]).

Néi dung cña phÇn nµy cña luËn v¨n sÏ h­íng vµo môc tiªu m« t¶ theo h­íng nghiªn
cøu cña Thomsen cÊu tróc cña KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn nh­ ®· nãi ë trªn. C¸c tµi liÖu
[29, 61, 34] lµ nh÷ng tµi liÖu chÝnh ®Ó t×m hiÓu vÒ KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn. Trong toµn
bé ch­¬ng nµy ta lu«n gi¶ sö G lµ mét nhãm compact ®Þa ph­¬ng tháa m·n tiªn ®Ò ®Õm
®­îc thø hai.

1.2 C¸c cÊu tróc ®¼ng biÕn

1.2.1 Mét sè cÊu tróc C
∗-®¹i sè ®¼ng biÕn vµ C

∗-module Hilbert

®¼ng biÕn

PhÇn nµy cña luËn v¨n sÏ tr×nh bµy viÖc x©y dùng c¸c cÊu tróc ®¼ng biÕn cña c¸c ®èi
t­îng kh«ng ®¼ng biÕn t­¬ng øng. PhÇn kiÕn thøc chuÈn bÞ cho môc nµy liªn quan ®Õn
c¸c cÊu tróc kh«ng ®¼ng biÕn ®­îc tr×nh bµy trong Phô lôc B cña luËn v¨n.

G-®¹i sè

1 Xem ®Þnh nghÜa 1.9
2 Ta sÏ bµn vÒ ®èi ngÉu nµy ë ch­¬ng tiÕp theo
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Chóng ta sÏ b¾t ®Çu víi kh¸i niÖm vÒ mét G-®¹i sè, lµ phiªn b¶n ®¼ng biÕn cña mét
C∗-®¹i sè kh«ng ®¼ng biÕn.

§Þnh nghÜa 1.1 (G-®¹i sè). Mét G-®¹i sè lµ mét cÆp (A, α) trong ®ã A lµ mét σ-unital
C∗-®¹i sè 3 vµ α : G→ Aut(A) lµ mét ®ång cÊu nhãm sao cho ¸nh x¹ G 3 g 7→ αg(a) liªn
tôc theo chuÈn víi mäi a ∈ A.

NhËn xÐt. Tõ ®Þnh nghÜa cña mét G-®¹i sè , cho tr­íc hai G-®¹i sè A vµ B ta cã thÓ cho
tÝch tensor cùc tiÓu A⊗∗ B (xem Phô lôc A.6) cÊu tróc cña mét G-®¹i sè nhê t¸c ®éng:

g.(a⊗ b) = g.a⊗ g.b (1.1)

víi mäi g ∈ G, a ∈ A, b ∈ B.

G-module Hilbert

TiÕp theo lµ kh¸i niÖm vÒ mét G-module Hilbert, phiªn b¶n ®¼ng biÕn cña C ∗-module
Hilbert.

§Þnh nghÜa 1.2 (G-module Hilbert). Cho (B, β) lµ mét G-®¹i sè . Mét B,G-module
Hilbert lµ mét cÆp (E, ν), trong ®ã E lµ mét B-module Hilbert vµ ν lµ mét biÓu diÔn cña
G vµo kh«ng gian c¸c phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh trªn E sao cho

• Ánh x¹ G× E 3 (g, e) 7→ νg(e) liªn tôc.

• νg(e.b) = νg(e)βg(b) víi mäi g ∈ G, e ∈ E, b ∈ B.
• 〈νg(e), νg(f)〉 = βg(〈e, f〉) víi mäi g ∈ G, e, f ∈ E.

NhËn xÐt. Gi¶ sö (B, β) lµ mét G-®¹i sè, (E, ν) vµ (F, ω) lµ c¸c B, G-module Hilbert.
T¸c ®éng ν vµ ω cña G c¶m sinh mét t¸c ®éng cña G trªn LB(E, F ), kh«ng gian c¸c
to¸n tö kh¶ liªn hîp tõ B-module Hilbert E vµo B-module Hilbert F , theo c«ng thøc
g.L = ωgLνg−1 .

§Þnh nghÜa 1.3 (G-module Hilbert ph©n bËc). Cho B lµ mét G-®¹i sè. Mét B,G-
module Hilbert ph©n bËc lµ mét B-module Hilbert ph©n bËc 4 sao cho t¸c ®éng cña nhãm
G trªn E b¶o toµn bËc cña sù ph©n bËc trªn E.

VÝ dô 1.1 (TÝch tensor trong ®¼ng biÕn). Gi¶ sö A lµ mét G-®¹i sè , E lµ mét B,G-module
Hilbert, ϕ : A→ LB(E) lµ mét *-®ång cÊu ®¼ng biÕn. Trong Phô lôc B.3 ta ®· x©y dùng
tÝch tensor trong ph©n bËc A⊗

ϕ
E. Ta ®Þnh nghÜa mét t¸c ®éng cña G trªn A⊗

ϕ
E nh­ sau

3 Xem Phô lôc A.4
4 Xem Phô lôc B.2
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g.(a⊗
ϕ
e) = g.a⊗

ϕ
g.e (g ∈ G, a ∈ A, e ∈ E).

DÔ dµng kiÓm tra ®­îc r»ng víi t¸c ®éng trªn cña G th× A⊗
ϕ
E trë thµnh mét B,G-module

Hilbert .

G-module Hilbert L2(G,E)

Cho B lµ mét G-®¹i sè vµ (E, ν) lµ mét B,G-module Hilbert. Ký hiÖu L2(G,E) lµ kh«ng
gian vÐct¬ phøc c¸c hµm f : G→ E b×nh ph­¬ng kh¶ tÝch theo nghÜa tÝch ph©n theo ®é
®o Haar tr¸i trªn G cña hµm f tån t¹i, tøc lµ

∫
G

‖f(g)‖2dµ(g) <∞.

Trang bÞ cho L2(G,E) cÊu tróc mét B-module nh­ sau (f.b)(g) = f(g)b víi mäi f ∈
L2(G,E), b ∈ B, g ∈ G vµ tÝch trong 〈f, h〉 =

∫
G

〈f(g), h(g)〉dµ(g) víi mäi f, g ∈ L2(G,E).

DÔ dµng kiÓm tra víi c¸c cÊu tróc trªn th× L2(G,E) trë thµnh mét B-module Hilbert. §Ó
L2(G,E) trë thµnh mét B,G-module Hilbert ta tiÕp tôc trang bÞ cho L2(G,E) mét t¸c
®éng ν ⊗ λ cña nhãm G theo c«ng thøc sau

(ν ⊗ λ)tf(s) = νtf(t−1s)

víi mäi f ∈ L2(G,E), t, s ∈ G. DÔ dµng kiÓm tra khi ®ã (L2(G,E), ν⊗λ) trë thµnh mét
B,G-module Hilbert.

E∞

Cho E lµ mét B,G-module Hilbert. Ký hiÖu E∞ lµ kh«ng gian vÐct¬ phøc c¸c d·y

(e1, e2, e3, . . .) víi c¸c ei ∈ E, i = 1, 2, . . . sao cho chuçi
∞∑
i=1

〈ei, ei〉 héi tô theo chuÈn trong

B. DÔ dµng kiÓm tra r»ng E∞ trë thµnh mét B-module Hilbert nÕu ta trang bÞ cho E∞

cÊu tróc B-module víi

(e1, e2, e3, . . .).b = (e1.b, e2.b, e3.b, . . .)

vµ tÝch trong

〈(e1, e2, e3, . . .), (f1, f2, f3, . . .)〉 =
∞∑

i=1

〈ei, fi〉

víi mäi (e1, e2, e3, . . .), (f1, f2, f3, . . .) ∈ B∞, b ∈ B.
Ta tiÕp tôc trang bÞ cho E∞ cÊu tróc cña mét B,G-module Hilbert víi t¸c ®éng d­íi

®©y cña nhãm G

t.(e1, e2, e3, . . .) = (t.e1, t.e2, t.e3, . . .)

víi mäi (e1, e2, e3, . . .) ∈ E∞, t ∈ G. Khi ®ã E∞ cã cÊu tróc cña mét B,G-module Hilbert.
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B,G-module Hilbert ®Õm ®­îc sinh

§Þnh nghÜa 1.4.Mét B,G-module Hilbert E ®­îc gäi lµ ®Õm ®­îc sinh nÕu tån t¹i mét
tËp ®Õm ®­îc phÇn tö M cña E sao cho bao tuyÕn tÝnh cña MB trï mËt trong E

VÝ dô 1.2. Gi¶ sö B lµ mét G-®¹i sè . Khi ®ã nã lµ mét σ-®¹i sè, tõ ®ã mét c¸ch trùc tiÕp
suy ra ®­îc B lµ mét B,G-module Hilbert ®Õm ®­îc sinh trong ®ã tËp con ®Õm ®­îc
trï mËt trong B chÝnh lµ d·y ®¬n vÞ xÊp xØ cña B.

1.2.2 TÝnh æn ®Þnh vµ G-æn ®Þnh cña c¸c G-®¹i sè

G-®¹i sè æn ®Þnh

Gäi K lµ C∗-®¹i sè cña c¸c to¸n tö compact trªn kh«ng gian Hilbert l2. Xem K lµ mét
G-®¹i sè víi t¸c ®éng tÇm th­êng cña nhãm G. Khi ®ã

§Þnh nghÜa 1.5.Mét G-®¹i sè B ®­îc gäi lµ æn ®Þnh nÕu c¸c G-®¹i sè B vµ B ⊗K ®¼ng
cÊu víi nhau.

G-®¹i sè G-æn ®Þnh

Gäi KG lµ C∗-®¹i sè cña c¸c to¸n tö compact trªn kh«ng gian Hilbert L2(G). Gäi λ lµ
biÓu diÔn chÝnh quy tr¸i cña nhãm G trªn L2(G). Khi ®ã (KG, Adλ) trë thµnh mét G-®¹i
sè . Ký hiÖu KG lµ G-®¹i sè

(K⊗KG, idK ⊗ Adλ).

Khi ®ã ta cã ®Þnh nghÜa mét G-®¹i sè G-æn ®Þnh nh­ sau

§Þnh nghÜa 1.6. Mét G-®¹i sè A ®­îc gäi lµ G-æn ®Þnh nÕu c¸c G-®¹i sè A vµ A ⊗ KG

®¼ng cÊu víi nhau.

§Þnh lý sau ®©y cña Meyer lµ mÊu chèt cho viÖc nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh hãa c¸c phÇn
tö cña KK-nhãm cña Thomsen.

§Þnh lý 1.1 ([39]). Cho A vµ B lµ c¸c G-®¹i sè, A lµ G-æn ®Þnh, E lµ mét B,G-module
Hilbert ®Õm ®­îc sinh vµ ϕ : A→ LB(E) lµ mét *-®ång cÊu ®¼ng biÕn sao cho ϕ(A)E = E.
Khi ®ã ta cã ®¼ng cÊu gi÷a c¸c B,G-module Hilbert sau

E ⊕ L2(G,B∞) ' L2(G,B∞).
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Nh­ ®· nãi trong Môc 1.1, ®Þnh lý æn ®Þnh cña Kasparov trong tr­êng hîp kh«ng ®¼ng
biÕn nãi chung kh«ng cßn ®óng trong tr­êng hîp ®¼ng biÕn n÷a. Tuy nhiªn ®Þnh lý sau
®©y cho ta mét tr­êng hîp mµ ®Þnh lý æn ®Þnh ®ã ®óng.

§Þnh lý 1.2. Cho A vµ B lµ c¸c G-®¹i sè G-æn ®Þnh, E lµ mét B,G-module Hilbert ®Õm
®­îc sinh vµ ϕ : A→ LB(E) lµ mét *-®ång cÊu ®¼ng biÕn sao cho ϕ(A)E = E. Khi ®ã ta
cã ®¼ng cÊu gi÷a c¸c B,G-module Hilbert sau

E ⊕B ' B.

Chøng minh. Chó ý r»ng c¸c ®¼ng cÊu trong chøng minh nµy sÏ ®­îc hiÓu lµ ®¼ng cÊu
gi÷a c¸c B,G-module Hilbert . V× B lµ C ∗-®¹i sè G-æn ®Þnh nªn nã æn ®Þnh. Do ®ã nhê
[29, Bæ ®Ò 1.3.2] ta cã

B∞ ' B. (1.2)

MÆt kh¸c do B lµ G-æn ®Þnh nªn theo [61, Bæ ®Ò 2.6] ta cã

B ' L2(G,B). (1.3)

KÕt hîp §Þnh lý 1.1 vµ c¸c biÓu thøc (1.2), (1.3) ta cã

E ⊕B ' E ⊕ L2(G,B) ' E ⊕ L2(G,B∞)

' L2(G,B∞) ' L2(G,B)

' B.

�

1.3 Sù æn ®Þnh hãa KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn

PhÇn nµy cña luËn v¨n sÏ nghiªn cøu viÖc ®¬n gi¶n hãa kh¸i niÖm cña KK-lý thuyÕt
®¼ng biÕn th«ng qua viÖc nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh cña c¸c phÇn tö trong c¸c KK-nhãm
víi \nhiÔu" cña c¸c phÇn tö suy biÕn vµ ®Æc tr­ng cña chóng bëi c¸c bé ba Kasparov c¬
b¶n vµ cèt yÕu. Cã thÓ tham kh¶o thªm c¸c c¸ch ®¬n gi¶n hãa cho tr­êng hîp kh«ng
®¼ng biÕn trong [4, Môc 17.4] ®Ó thÊy r»ng c«ng viÖc ®¬n gi¶n hãa ë ®©y ®­îc tiÕn hµnh
theo mét h­íng kh¸c, trong ®ã mét trong nh÷ng c«ng cô chÝnh lµ c¸c liªn th«ng ®­îc
®Ò xuÊt bëi Connes vµ Skandalis (xem [8]). Trong môc nµy ta lu«n gi¶ sö A vµ B lµ c¸c
G-®¹i sè, A t¸ch ®­îc vµ B æn ®Þnh.

1.3.1 Tr­êng hîp ch½n

Trong phÇn nµy ta sÏ nghiªn cøu sù æn ®Þnh trong tr­êng hîp ch½n, tøc tr­êng hîp c¸c
bé ba Kasparov lµ ch½n.
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Nhãm KK0
G(A,B)

§Þnh nghÜa 1.7 (Bé ba Kasparov ch½n). Mét bé ba Kasparov ch½n cho hai G-®¹i sè A
vµ B lµ mét bé ba ®èi t­îng (E,ϕ, F ), trong ®ã E lµ mét B,G-module Hilbert ®Õm ®­îc
sinh ph©n bËc, ϕ : A→ LB(E) lµ mét *-®ång cÊu ®¼ng biÕn ¸nh x¹ A vµo c¸c phÇn tö bËc
0 cña LB(E) vµ F lµ mét to¸n tö bËc 1 trong LB(E) sao cho

(F ∗ − F )ϕ(a), (F 2 − 1)ϕ(a), Fϕ(a)− ϕ(a)F, (g.F − F )ϕ(a) ∈ KB(E)

víi mäi a ∈ A vµ g ∈ G.
TËp hîp mäi bé ba Kasparov ch½n cho hai G-®¹i sè A vµ B ®­îc ký hiÖu lµ EG(A,B).

Bé ba Kasparov ch½n (E,ϕ, F ) ®­îc gäi lµ suy biÕn nÕu

(F ∗ − F )ϕ(a) = (F 2 − 1)ϕ(a) = Fϕ(a)− ϕ(a)F = (g.F − F )ϕ(a) = 0

víi mäi a ∈ A vµ g ∈ G.
TËp hîp c¸c bé ba Kasparov ch½n suy biÕn cho hai G-®¹i sè A vµ B ®­îc ký hiÖu lµ

DG(A,B).

Ta sÏ ®Þnh nghÜa mét sè kh¸i niÖm c¬ b¶n trªn c¸c bé ba Kasparov ch½n nh­ sau:

Hai bé ba Kasparov ch½n E1 = (E1, ϕ1, F1) vµ E2 = (E2, ϕ2, F2) cho hai G-®¹i sè A
vµ B ®­îc gäi lµ ®¼ng cÊu víi nhau, ký hiÖu lµ E1 ' E2, nÕu tån t¹i mét ®¼ng cÊu
ζ : E1 → E2 gi÷a c¸c B,G-module Hilbert sao cho SE2

◦ ζ = ζ ◦ SE1
, F2 ◦ ζ = ζ ◦ F1 vµ

ϕ2(a) ◦ ζ = ζ ◦ ϕ1(a) (a ∈ A), trong ®ã SE1
vµ SE2

lÇn l­ît lµ c¸c to¸n tö ph©n bËc cña
c¸c B,G-module Hilbert E1 vµ E2.

Hai bé ba Kasparov ch½n E0 = (E0, ϕ0, F0) vµ E1 = (E1, ϕ1, F1) cho hai G-®¹i sè A vµ
B ®­îc gäi lµ ®ång lu©n to¸n tö víi nhau, ký hiÖu lµ E0 ∼OH E1, nÕu tån t¹i mét hä c¸c bé
ba Kasparov ch½n (E,ϕ,Gt), t ∈ [0, 1] cho A vµ B sao cho ¸nh x¹ [0, 1] 3 t 7→ Gt liªn tôc
theo chuÈn, (E,ϕ,G0) ®¼ng cÊu víi (E0, ϕ0, F0) vµ (E,ϕ,G1) ®¼ng cÊu víi (E1, ϕ1, F1).

Tæng trùc tiÕp cña hai bé ba Kasparov ch½n E1 = (E1, ϕ1, F1) vµ E2 = (E2, ϕ2, F2) cho
hai G-®¹i sè A vµ B lµ bé ba Kasparov

E1 ⊕ E2 = (E1, ϕ1, F1)⊕ (E2, ϕ2, F2) = (E1 ⊕ E2, ϕ1 ⊕ ϕ2, F1 ⊕ F2) (1.4)

trong ®ã E1⊕E2 ®­îc ph©n bËc bëi to¸n tö ph©n bËc lµ tæng trùc tiÕp c¸c to¸n tö ph©n
bËc cña E1 vµ E2.

§Þnh nghÜa 1.8 (Nhãm KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn ch½n). Ta ®Þnh nghÜa mét quan hÖ
trªn EG(A,B) nh­ sau: Hai bé ba Kasparov ch½n E1, E2 ∈ EG(A,B) ®­îc gäi lµ cã quan hÖ
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∼KK víi nhau, ta viÕt E1 ∼KK E2, nÕu tån t¹i c¸c bé ba Kasparov ch½n D1,D2 ∈ DG(A,B)

sao cho
E1 ⊕D1 ∼OH E2 ⊕D2.

Do quan hÖ ∼OH lµ mét quan hÖ t­¬ng ®­¬ng nªn ∼KK lµ mét quan hÖ t­¬ng ®­¬ng trªn
EG(A,B). Khi ®ã ta gäi KK0

G(A,B) lµ th­¬ng cña EG(A,B) ®èi víi quan hÖ t­¬ng ®­¬ng
∼KK , ta cã

KK0
G(A,B) = EG(A,B)/ ∼KK= {E : E ∈ EG(A,B)}

trong ®ã
Ē = {F ∈ EG(A,B) : F ∼KK E}.

Ta ®Þnh nghÜa mét phÐp to¸n céng trªn KK 0
G(A,B) nh­ sau: Víi hai phÇn tö bÊt kú

ψ1, ψ2 ∈ KK0
G(A,B), gi¶ sö E1 vµ E2 lµ hai bé ba Kasparov ch½n lÇn l­ît thuéc ψ1 vµ ψ2.

Ta ®Þnh nghÜa tæng cña hai líp ψ1 vµ ψ2, ký hiÖu lµ ψ1 +ψ2, lµ mét líp t­¬ng ®­¬ng theo
quan hÖ ∼KK víi ®¹i diÖn lµ bé ba Kasparov ch½n E1 ⊕ E2. Do tæng hai bé ba Kasparov
ch½n suy biÕn lµ mét bé ba suy biÕn vµ nÕu E1 ∼OH E ′1, E2 ∼OH E ′2 th× E1⊕E2 ∼OH E ′1⊕E ′2
víi mäi E1, E ′1, E2, E ′2 ∈ EG(A,B), nªn ®Þnh nghÜa phÐp céng nh­ trªn lµ x¸c ®Þnh.

§Þnh lý 1.3. KK0
G(A,B) lµ mét nhãm giao ho¸n.

Chøng minh. HiÓn nhiªn 0 = D víi D ∈ DG(A,B) lµ phÇn tö trung hßa cña KK0
G(A,B).

XÐt phÇn tö bÊt kú E ∈ KK0
G(A,B), trong ®ã E = (E,ϕ, F ) ∈ EG(A,B). Gäi SE lµ to¸n

tö ph©n bËc cña E. Ký hiÖu −E lµ B,G-module Hilbert E ph©n bËc bëi ¸nh x¹ −SE vµ
−E = (−E,ϕ,−F ). Ta sÏ chøng minh −E lµ nghÞch ®¶o cña phÇn tö E . ThËt vËy, xÐt
hä c¸c bé ba Kasparov ch½n sau ®©y

Et = (E ⊕ (−E),



ϕ 0

0 ϕ



 ,



 (cos t)F sin t

sin t (− cos t)F



)

víi 0 ≤ t ≤ π
2
. Do E0 = E ⊕ (−E) vµ Eπ/2 = (E ⊕ (−E), ϕ⊕ ϕ, 1̂) ∈ DG(A,B) nªn

E ⊕ (−E) ∼OH Eπ
2

vµ do ®ã E +−E = 0. V× vËy −E lµ nghÞch ®¶o cña E.
ViÖc kiÓm tra KK0

G(A,B) tháa m·n nh÷ng ®iÒu kiÖn cßn l¹i ®Ó trë thµnh mét nhãm
giao ho¸n lµ tÇm th­êng. VËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

C¸c bé ba Kasparov ch½n thuÇn nhÊt, c¬ b¶n, cèt yÕu
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§Þnh nghÜa 1.9. Gäi Be lµ B,G-module Hilbert ph©n bËc B ⊕ B víi ¸nh x¹ ph©n bËc
B ⊕B 3 (x, y) 7→ (x,−y) ∈ B ⊕B. Mét bé ba Kasparov ch½n (E,ϕ, F ) cho A vµ B ®­îc
gäi lµ c¬ b¶n nÕu E = B e vµ cèt yÕu nÕu ϕ(A)E = E.

Bé ba Kasparov ch½n (E,ϕ, F ) ®­îc gäi lµ thuÇn nhÊt nÕu B,G-module Hilbert ph©n
bËc E cã d¹ng E = E0 ⊕ E0, E0 lµ mét B,G-module Hilbert nµo ®ã, víi ¸nh x¹ ph©n bËc
E0 ⊕ E0 3 (x, y) 7→ (x,−y) ∈ E0 ⊕ E0 vµ ϕ = (ψ, ψ) trong ®ã ψ : A → LB(E0) lµ mét
*-®ång cÊu ®¼ng biÕn.

NhËn xÐt. Chóng ta dÔ dµng suy ra ®­îc hai nhËn xÐt sau:

• Tæng trùc tiÕp cña hai bé ba Kasparov ch½n c¬ b¶n (t­¬ng øng cèt yÕu) lµ mét bé ba
Kasparov ch½n c¬ b¶n (t­¬ng øng cèt yÕu).

• NÕu (E0⊕E0, (ψ, ψ), F ) lµ mét bé ba Kasparov ch½n thuÇn nhÊt th× (E0⊕E0, (ψ, ψ), 1̂),

víi, 1̂ =



1 0

0 1



, lµ mét bé ba Kasparov ch½n thuÇn nhÊt vµ suy biÕn.

Ta sÏ nghiªn cøu ®Æc tr­ng Meyer-Thomsen cña c¸c phÇn tö trong mét KK-nhãm bëi
c¸c bé ba Kasparov ch½n c¬ b¶n, cèt yÕu æn ®Þnh víi \nhiÔu" cña c¸c bé ba Kasparov ch½n
suy biÕn. ChiÕc cÇu trung gian cña c«ng viÖc nµy chÝnh lµ c¸c bé ba Kasparov ch½n thuÇn
nhÊt. §Çu tiªn ta thay thÕ mét bé ba Kasparov ch½n bÊt kú bëi mét bé ba Kasparov
ch½n thuÇn nhÊt (sai kh¸c mét bé ba Kasparov ch½n suy biÕn), nhê §Þnh lý 1.4. TiÕp ®ã
sö dông kh¸i niÖm liªn th«ng do Connes vµ Skandalis x©y dùng (xem [8]) ta thay thÕ
®­îc c¸c bé ba Kasparov ch½n thuÇn nhÊt bëi c¸c bé ba Kasparov ch½n cèt yÕu (sai kh¸c
mét bé ba Kasparov ch½n suy biÕn) nhê Bæ ®Ò 1.1. Sau ®ã sö dông §Þnh lý æn ®Þnh 1.2 ta
thu ®­îc kÕt qu¶ cuèi cïng.

§Þnh lý 1.4. Cho E=(E,ϕ, F ) lµ mét bé ba Kasparov ch½n. Khi ®ã tån t¹i mét bé ba
Kasparov ch½n suy biÕn D sao cho E ⊕ D ®¼ng cÊu víi mét bé ba Kasparov ch½n thuÇn
nhÊt. NÕu E lµ c¬ b¶n th× cã thÓ chän ®­îc D lµ bé ba Kasparov ch½n c¬ b¶n vµ suy biÕn.

Chøng minh cña ®Þnh lý nµy cã thÓ xem trong [61, Bæ ®Ò 3.2].

F -liªn th«ng

Cho E lµ mét B,G-module Hilbert vµ ϕ : A → LB(E) lµ mét *-®ång cÊu ®¼ng biÕn.
Trong VÝ dô 1.1 ta ®· x©y dùng ®­îc tÝch tensor trong ph©n bËc E ′ = A⊗

ϕ
E. B©y giê ta

sÏ lµm viÖc víi kh¸i niÖm c¸c liªn th«ng trong LB(E ′).

§Þnh nghÜa 1.10. Víi mçi a ∈ A, gäi Ta : E → E ′ lµ ¸nh x¹ x¸c ®Þnh bëi Ta(y) = a⊗
ϕ
y, víi

mäi y ∈ E. DÔ dµng kiÓm tra r»ng Ta lµ mét to¸n tö kh¶ liªn hîp vµ T ∗

a (b⊗
ϕ
e) = ϕ(a∗b)e.
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Ta x¸c ®Þnh to¸n tö T̃a, a ∈ A nh­ sau

T̃a =



 0 T ∗

a

Ta 0



 ∈ LB(E ⊕ E ′).

Víi mçi F ∈ LB(E), mét to¸n tö F ′ ∈ LB(E ′) tháa m·n

[T̃a, F ⊕ F ′] ∈ KB(E ⊕E ′) (1.5)

víi mäi a ∈ A ®­îc gäi lµ mét F -liªn th«ng.

NhËn xÐt. DÔ dµng kiÓm tra ®­îc r»ng ®iÒu kiÖn (1.5) lµ t­¬ng ®­¬ng víi hÖ sau



TaF − F ′Ta ∈ KB(E,E ′)

FT ∗

a − T ∗

aF
′ ∈ KB(E ′, E)

víi mäi a ∈ A.
§Þnh lý sau ®©y cña Meyer (xem [39, Môc 3]) ®ãng vai trß quyÕt ®Þnh trong viÖc x©y

dùng ®Æc tr­ng bëi mét bé ba Kasparov ch½n cèt yÕu cña c¸c phÇn tö trong KK-nhãm
ch½n ®¼ng biÕn.

§Þnh lý 1.5 ([39]). Cho A vµ B lµ c¸c G-®¹i sè, A lµ G-æn ®Þnh vµ E = (E,ϕ, F ) lµ mét
bé ba Kasparov ch½n sao cho ϕ(A)E = E. Khi ®ã

(i) Tån t¹i mét F -liªn th«ng F ′ G-bÊt biÕn vµ cã bËc 1.

(ii) Ta ®Þnh nghÜa ¸nh x¹ ϕ′ : A→ LB(E ′) bëi c«ng thøc

ϕ′(a)(a1 ⊗
ϕ
e) = aa1 ⊗

ϕ
e (a, a1 ∈ A, e ∈ E).

Khi ®ã (E ′, ϕ′, F ′) lµ mét bé ba Kasparov ch½n.

(iii) Ký hiÖu Eess = ϕ(A)E. Khi ®ã ¸nh x¹ ζ : E′ → Eess x¸c ®Þnh bëi ζ(a⊗
ϕ
e) = ϕ(a)e lµ

mét ®¼ng cÊu gi÷a c¸c B,G-module Hilbert ph©n bËc. Ta ®Þnh nghÜa mét to¸n tö F ess

bëi s¬ ®å giao ho¸n sau

E ′
F ′

- E ′

Eess

ζ−1

6

Fess - Eess

ζ

?

nghÜa lµ Fess = ζF ′ζ−1 vµ ϕess(a) = ϕ(a)|Eess
(a ∈ A). Khi ®ã Eess = (Eess, ϕess, Fess)

lµ mét bé ba Kasparov ch½n cèt yÕu. H¬n n÷a bé ba nµy lµ thuÇn nhÊt khi bé ba Kasparov
E = (E,ϕ, F ) lµ thuÇn nhÊt.
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Bæ ®Ò sau ®©y cña Thomsen (xem [61, Bæ ®Ò 3.6]) sÏ m« t¶ mèi quan hÖ gi÷a bé ba
Kasparov ch½n thuÇn nhÊt E = (E,ϕ, F ) víi bé ba Kasparov ch½n thuÇn nhÊt E ess =

(Eess, ϕess, Fess) mµ ta võa x©y dùng trong §Þnh lý 1.5 ë trªn.

Bæ ®Ò 1.1 ([61], Bæ ®Ò 3.6). Cho E = (E,ϕ, F ) lµ mét bé ba Kasparov ch½n thuÇn nhÊt.
§Æt

L1 = (Eess, 0, Fess)⊕ (E,ϕ, 1̂)⊕ (Eess, 0, 1̂)⊕ (E, 0, 1̂)⊕ (Eess, ϕess, 1̂)

vµ
L2 = (E, 0, F )⊕ (E,ϕ, 1̂)⊕ (Eess, 0, 1̂)⊕ (E,ϕ, 1̂)⊕ (Eess, 0, 1̂).

Khi ®ã
E ⊕ L1 ∼OH Eess ⊕ L2.

§Æc tr­ng c¸c phÇn tö trong KK-nhãm

Bæ ®Ò 1.2. Cho A vµ B lµ c¸c G-®¹i sè , B lµ G-æn ®Þnh vµ A t¸ch ®­îc. Khi ®ã tån t¹i
mét *-®ång cÊu ®¼ng biÕn ϕ : A → M(B) sao cho ϕ(A)B = B, trong ®ã M(B) lµ ®¹i sè
nh©n tö5 cña B.

Chøng minh. Theo [44, Ch­¬ng 7] tån t¹i cÆp (π, u) trong ®ã π : A→ B = M(K) lµ mét
biÓu diÔn cña A trªn l2 vµ u : G→ B lµ mét biÓu diÔn unita kh«ng suy biÕn cña G trªn
l2, tøc tháa m·n6

π(A)K = K (1.6)

vµ
Adug(π(a)) = ugπ(a)u∗g = π(ga) (g ∈ G, a ∈ A).

Gäi β lµ t¸c ®éng cña G trªn B. Khi ®ã nhê MÖnh ®Ò 1.7, Phô lôc A.5 β ®­îc më réng
thµnh t¸c ®éng β liªn tôc theo t«p« chÆt trong M(B) cña G trªn M(B). Do β vµ Adu
lÇn l­ît lµ c¸c t¸c ®éng cña G trªn M(B) vµ B(l2) = M(K) nªn β ⊗ Adu trë thµnh mét
t¸c ®éng cña G trªn M(B ⊗K) = M(M(B)⊗M(K)) theo c«ng thøc

(β ⊗Adu)g(b⊗ f) = βg(b)⊗ Adug(f) (g ∈ G, b ∈M(B), f ∈M(K)).

Ta ®Þnh nghÜa mét ¸nh x¹ π0 : (A, α)→ (M(B ⊗K), β ⊗ Adu) x¸c ®Þnh bëi

π0(a)(b⊗ f) = b⊗ π(a)f (a ∈ A, b ∈ B, f ∈M(K)).

HiÓn nhiªn π0 lµ mét *-®ång cÊu ®¼ng biÕn. Ngoµi ra
5 Xem Phô lôc A.5
6 Nãi c¸ch kh¸c biÓu diÔn π lµ kh«ng suy biÕn
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π0(A)(B ⊗K) = B ⊗ π(A)K = B ⊗ π(A)K.

KÕt hîp biÓu thøc trªn víi c«ng thøc (1.6) ta cã

π0(A)(B ⊗K) = B ⊗K. (1.7)

Do B lµ G-®¹i sè G-æn ®Þnh nªn ¸p dông [61, Bæ ®Ò 2.7] ta suy ra tån t¹i mét *-®¼ng cÊu
®¼ng biÕn

θ : (B ⊗K, β ⊗Adu)→ (B, β).

Gäi θ : M(B ⊗K)→ B lµ më réng liªn tôc theo t«p« chÆt cña θ. Ta ®Þnh nghÜa ¸nh x¹
ϕ x¸c ®Þnh bëi s¬ ®å giao ho¸n sau

M(B ⊗K)
θ - M(B)

A

π0

6

ϕ

-

tøc lµ ϕ = θ ◦ π0. DÔ dµng kiÓm tra r»ng ϕ lµ *-®ång cÊu ®¼ng biÕn. Theo MÖnh ®Ò
1.8, Phô lôc A.5 th× θ lµ mét *-®¼ng cÊu, do ®ã tõ (1.7) ta suy ra θ(π0(A))(B) = B hay
ϕ(A)B = B. VËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

Cuèi cïng ta thu ®­îc c¸c ®Þnh lý sau ®©y lµ c¸c kÕt qu¶ chÝnh cña Thomsen[61] khi «ng
nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh cña c¸c phÇn tö cña KK-nhãm.

§Þnh lý 1.6. Gi¶ sö A vµ B lµ c¸c G-®¹i sè G-æn ®Þnh, A t¸ch ®­îc. Khi ®ã

(i) Mäi phÇn tö cña KK0
G(A,B) ®Òu ®­îc ®¹i diÖn bëi mét bé ba Kasparov ch½n c¬ b¶n,

cèt yÕu cho A vµ B.

(ii) Hai bé ba Kasparov ch½n c¬ b¶n, cèt yÕu E1 vµ E2 cho A vµ B x¸c ®Þnh cïng mét phÇn
tö thuéc KK0

G(A,B) khi vµ chØ khi tån t¹i c¸c bé ba Kasparov ch½n suy biÕn c¬ b¶n,
cèt yÕu D1 vµ D2 cho A vµ B sao cho

E1 ⊕D1 ∼OH E2 ⊕D2.

Chøng minh. (i) Gi¶ sö ψ ∈ KK0
G(A,B) lµ mét phÇn tö tïy ý, E ∈ ψ lµ mét ®¹i diÖn bÊt

kú cña ψ. Theo §Þnh lý 1.4 tån t¹i mét bé ba Kasparov ch½n suy biÕn D vµ mét bé ba
Kasparov ch½n thuÇn nhÊt E1 sao cho E ⊕ D ' E1. Do D suy biÕn nªn E1 ∈ ψ.
Gi¶ sö E1 = (E,ϕ, F ). Theo Bæ ®Ò 1.1 tån t¹i c¸c bé ba Kasparov suy biÕn L1 vµ L2

sao cho
E1 ⊕ L1 ∼OH (Eess, ϕess, Fess)⊕ L2. (1.8)
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Do L1 suy biÕn nªn E1 ⊕ L1 ∈ ψ. Do vËy tõ biÓu thøc (1.8) suy ra

(Eess, ϕess, Fess)⊕ L2 ∈ ψ.

Tõ ®ã ta cã τ = (Eess, ϕess, Fess) ∈ ψ do L2 suy biÕn, trong ®ã chó ý r»ng τ lµ thuÇn
nhÊt vµ cèt yÕu.

MÆt kh¸c tõ Bæ ®Ò 1.2 suy ra tån t¹i mét *-®ång cÊu π : A→ M(B) sao cho π(A)B = B.
Nhê ®ã bé ba Kasparov ch½n

L = (Be, π ⊕ π,



0 1

1 0



) (1.9)

lµ suy biÕn vµ cèt yÕu. Gäi E0
ess vµ E

1
ess lÇn l­ît lµ c¸c B,G-module Hilbert con bao gåm

c¸c phÇn tö bËc 0 vµ bËc 1 cña Eess. Tõ §Þnh lý 1.2 ta cã ®¼ng cÊu gi÷a c¸c B,G-module
Hilbert sau ®©y

Eess ⊕ Be ' (E0
ess ⊕ B)⊕ (E1

ess ⊕ B)

' Be.

Gi¶ sö ζ : Eess ⊕Be → Be lµ ®¼ng cÊu gi÷a hai B,G-module Hilbert ë trªn. Khi ®ã ®Æt

F = τ ⊕ L = (Be, ζ(ϕess ⊕ π ⊕ π)ζ−1, ζ(Fess ⊕ 1̂)ζ−1).

Do L suy biÕn nªn F ∈ ψ. HiÓn nhiªn F lµ mét bé ba Kasparov ch½n c¬ b¶n.
Ta sÏ chøng minh nÕu E1 = (E1, ϕ1, F1) lµ mét bé ba Kasparov ch½n cèt yÕu vµ ®¼ng

cÊu víi bé ba Kasparov ch½n E2 = (E2, ϕ2, F2) th× E2 còng lµ mét bé ba Kasparov ch½n
cèt yÕu. ThËt vËy, gi¶ sö ζ : E1 → E2 lµ ®¼ng cÊu tháa m·n F2 = ζ ◦ F1 ◦ ζ−1, ϕ2(a) =

ζ ◦ ϕ1(a) ◦ ζ−1 (a ∈ A). Khi ®ã

ϕ2(a)(E2) = ζ ◦ ϕ1(a) ◦ ζ−1(E2)

= ζ ◦ ϕ1(a)(E1)

= ζ(ϕ1(a)(E1))

= ζ(E1)

= E2.

Do τ vµ L lµ c¸c bé ba Kasparov ch½n cèt yÕu nªn tõ chøng minh trªn suy ra F còng lµ
mét bé ba Kasparov ch½n cèt yÕu. VËy víi mçi phÇn tö ψ bÊt kú thuéc KK 0

G(A,B) ®Òu
cã mét ®¹i diÖn lµ mét bé ba Kasparov ch½n c¬ b¶n vµ cèt yÕu.
(ii) Gi¶ sö hai bé ba Kasparov ch½n c¬ b¶n, cèt yÕu E1 vµ E2 cho A vµ B x¸c ®Þnh cïng
mét phÇn tö thuéc KK0

G(A,B). Tõ §Þnh nghÜa 1.8 suy ra tån t¹i c¸c bé ba Kasparov
ch½n suy biÕn D1 vµ D2 sao cho
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E1 ⊕D1 ∼OH E2 ⊕D2.

Theo [61, Bæ ®Ò 3.8] tõ biÓu thøc liÒn trªn ta suy ra

E1 ⊕ (D1)ess ∼OH (E1 ⊕D1)ess

∼OH (E2 ⊕ D2)ess

∼OH E2 ⊕ (D2)ess.

Do ®ã
E1 ⊕ (D1)ess ⊕ L ∼OH E2 ⊕ (D2)ess ⊕ L. (1.10)

Víi L lµ bé ba Kasparov ch½n x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc (1.9). Sö dông §Þnh lý 1.2 vµ lý
luËn t­¬ng tù nh­ trong chøng minh cña (i) ta suy ra (D1)ess⊕L lµ mét bé ba Kasparov
ch½n suy biÕn c¬ b¶n vµ cèt yÕu. Do ®ã biÓu thøc (1.10) cho ta ®iÒu ph¶i chøng minh. �

1.3.2 Tr­êng hîp lÎ

PhÇn nµy nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh trong tr­êng hîp c¸c bé ba Kasparov lµ lÎ. B»ng lËp
luËn t­¬ng tù tr­êng hîp ch½n ta còng thu ®­îc kÕt qu¶ æn ®Þnh cho tr­êng hîp lÎ nh­
trong tr­êng hîp ch½n. V× vËy chØ nh÷ng thay ®æi so víi tr­êng hîp ch½n vµ kÕt qu¶
chÝnh cña Thomsen[61, Môc 4] sÏ ®­îc tr×nh bµy.

§Þnh nghÜa 1.11 (Bé ba Kasparov lÎ). Mét bé ba Kasparov lÎ cho hai G-®¹i sè A vµ B
lµ mét bé ba ®èi t­îng (E,ϕ, P ), trong ®ã E lµ mét B,G-module Hilbert ®Õm ®­îc sinh,
ϕ : A→ LB(E) lµ mét *-®ång cÊu ®¼ng biÕn vµ P lµ mét to¸n tö trong LB(E) sao cho

(P ∗ − P )ϕ(a), (P 2 − P )ϕ(a), Pϕ(a)− ϕ(a)P, (g.P − P )ϕ(a) ∈ KB(E)

víi mäi a ∈ A vµ g ∈ G.
TËp hîp mäi bé ba Kasparov lÎ cho hai G-®¹i sè A vµ B ®­îc ký hiÖu lµ E1

G(A,B).

Bé ba Kasparov lÎ (E,ϕ, P ) ®­îc gäi lµ suy biÕn nÕu

(P ∗ − P )ϕ(a) = (P 2 − P )ϕ(a) = Pϕ(a)− ϕ(a)P = (g.P − P )ϕ(a) = 0

víi mäi a ∈ A vµ g ∈ G.
TËp hîp c¸c bé ba Kasparov lÎ suy biÕn cho hai G-®¹i sè A vµ B ®­îc ký hiÖu lµ

D1
G(A,B).

Chó ý r»ng c¸c B,G-module Hilbert trong c¸c bé ba Kasparov lÎ lµ kh«ng ph©n bËc nªn
mét sè kh¸i niÖm c¬ b¶n trªn c¸c bé ba Kasparov lÎ sau ®©y cã mét sè thay ®æi so víi
tr­êng hîp ch½n:
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Hai bé ba Kasparov lÎ E1 = (E1, ϕ1, P1) vµ E2 = (E2, ϕ2, P2) cho hai G-®¹i sè A vµ B
®­îc gäi lµ ®¼ng cÊu víi nhau, ký hiÖu lµ E1 ' E2, nÕu tån t¹i mét ®¼ng cÊu ζ : E1 → E2

gi÷a c¸c B,G-module Hilbert sao cho P2 ◦ ζ = ζ ◦ P1 vµ ϕ2(a) ◦ ζ = ζ ◦ ϕ1(a) (a ∈ A).

Hai bé ba Kasparov lÎ E0 = (E0, ϕ0, P0) vµ E1 = (E1, ϕ1, P1) cho hai G-®¹i sè A vµ B
®­îc gäi lµ ®ång lu©n to¸n tö víi nhau, ký hiÖu lµ E0 ∼OH E1, nÕu tån t¹i mét hä c¸c bé
ba Kasparov lÎ (E,ϕ,Gt), t ∈ [0, 1] cho A vµ B sao cho ¸nh x¹ [0, 1] 3 t 7→ Gt liªn tôc
theo chuÈn, (E,ϕ,G0) ®¼ng cÊu víi (E0, ϕ0, P0) vµ (E,ϕ,G1) ®¼ng cÊu víi (E1, ϕ1, P1).

Tæng trùc tiÕp cña hai bé ba Kasparov lÎ E1 = (E1, ϕ1, P1) vµ E2 = (E2, ϕ2, P2)

cho hai G-®¹i sè A vµ B lµ bé ba Kasparov E1 ⊕ E2 = (E1, ϕ1, P1) ⊕ (E2, ϕ2, P2) =

(E1 ⊕ E2, ϕ1 ⊕ ϕ2, P1 ⊕ P2).

§Þnh nghÜa 1.12 (Nhãm KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn lÎ). Ta ®Þnh nghÜa mét quan hÖ trªn
E1

G(A,B) nh­ sau: Hai bé ba Kasparov lÎ E1, E2 ∈ E1
G(A,B) ®­îc gäi lµ cã quan hÖ ∼KK

víi nhau, ta viÕt E1 ∼KK E2, nÕu tån t¹i c¸c bé ba Kasparov lÎ D1,D2 ∈ D1
G(A,B) sao cho

E1 ⊕D1 ∼OH E2 ⊕D2.

Do quan hÖ ∼OH lµ mét quan hÖ t­¬ng ®­¬ng nªn ∼KK lµ mét quan hÖ t­¬ng ®­¬ng trªn
E1

G(A,B). Khi ®ã ta gäi KK1
G(A,B) lµ th­¬ng cña E1

G(A,B) ®èi víi quan hÖ t­¬ng ®­¬ng
∼KK , ta cã

KK1
G(A,B) = E1

G(A,B)/ ∼KK= {E : E ∈ E1
G(A,B)}

trong ®ã
Ē = {F ∈ E1

G(A,B) : F ∼KK E}.

Ta ®Þnh nghÜa mét phÐp to¸n céng trªn KK 1
G(A,B) nh­ sau: Víi hai phÇn tö bÊt kú

ψ1, ψ2 ∈ KK1
G(A,B), gi¶ sö E1 vµ E2 lµ hai bé ba Kasparov lÎ lÇn l­ît thuéc ψ1 vµ ψ2.

Ta ®Þnh nghÜa tæng cña hai líp ψ1 vµ ψ2, ký hiÖu lµ ψ1 + ψ2, lµ mét líp t­¬ng ®­¬ng
theo quan hÖ ∼KK víi ®¹i diÖn lµ bé ba Kasparov lÎ E1⊕E2. Do tæng hai bé ba Kasparov
lÎ suy biÕn lµ mét bé ba suy biÕn vµ nÕu E1 ∼OH E ′1, E2 ∼OH E ′2 th× E1 ⊕ E2 ∼OH E ′1 ⊕ E ′2
víi mäi E1, E ′1, E2, E ′2 ∈ E1

G(A,B), nªn ®Þnh nghÜa phÐp céng nh­ trªn lµ x¸c ®Þnh.

§Þnh lý 1.7. KK1
G(A,B) lµ mét nhãm giao ho¸n.

Chøng minh. Víi 0 = D víi D ∈ D1
G(A,B) lµ phÇn tö trung hßa cña KK1

G(A,B).
XÐt phÇn tö bÊt kú E ∈ KK1

G(A,B), trong ®ã E = (E,ϕ, P ) ∈ E1
G(A,B). Ký hiÖu

−E = (E,ϕ,−P ). Ta sÏ chøng minh −E lµ nghÞch ®¶o cña phÇn tö E. ThËt vËy, xÐt hä
c¸c bé ba Kasparov lÎ sau ®©y

Et = (E ⊕ E,


ϕ 0

0 ϕ


 ,


 (cos t)P sin t

sin t (− cos t)P


)
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víi 0 ≤ t ≤ π
2
. Do E0 = E ⊕ (−E) vµ Eπ/2 = (E ⊕ E,ϕ⊕ ϕ, 1̂) ∈ D1

G(A,B) nªn

E ⊕ (−E) ∼OH Eπ
2

vµ do ®ã E +−E = 0. V× vËy −E lµ nghÞch ®¶o cña E.
ViÖc kiÓm tra KK1

G(A,B) tháa m·n nh÷ng ®iÒu kiÖn cßn l¹i ®Ó trë thµnh mét nhãm
giao ho¸n lµ tÇm th­êng. VËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

Mét bé ba Kasparov lÎ E = (E,ϕ, P ) cho A vµ B ®­îc gäi lµ c¬ b¶n nÕu E = B vµ
cèt yÕu nÕu ϕ(A)E = E. Víi c¸ch lµm t­¬ng tù tr­êng hîp ch½n Thomsen[61] ®· thu
®­îc ®Þnh lý sau ®©y

§Þnh lý 1.8. Gi¶ sö A vµ B lµ c¸c G-®¹i sè G-æn ®Þnh, A t¸ch ®­îc. Khi ®ã

(i) Mäi phÇn tö cña KK1
G(A,B) ®Òu ®­îc ®¹i diÖn bëi mét bé ba Kasparov lÎ c¬ b¶n, cèt

yÕu cho A vµ B.

(ii) Hai bé ba Kasparov lÎ c¬ b¶n, cèt yÕu E1 vµ E2 cho A vµ B ®Þnh nghÜa cïng mét phÇn
tö thuéc KK1

G(A,B) khi vµ chØ khi tån t¹i c¸c bé ba Kasparov lÎ suy biÕn c¬ b¶n, cèt
yÕu D1 vµ D2 cho A vµ B sao cho

E1 ⊕D1 ∼OH E2 ⊕D2.

1.4 §èi ngÉu Thomsen trong KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn

§iÓm xuÊt ph¸t cña ®èi ngÉu Thomsen trong KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn lµ mét ®èi ngÉu
cña Paschke[43]. N¨m 1981, Paschke ®· chøng minh ®­îc r»ng cã tån t¹i mét ®¼ng cÊu
gi÷a K0(π(A)c) vµ nhãm BDF -lý thuyÕt Ext−1(A) trong ®ã A lµ mét C∗-®¹i sè t¸ch
®­îc vµ

π(A)c = {x ∈ Q : xπ(a) = π(a)x ∀a ∈ A}

lµ ho¸n tËp7 trong ®¹i sè Calkin cña ¶nh π(A) cña A qua mét më réng tÇm th­êng π.
C«ng tr×nh nµy cña Paschke sau ®ã ®· ®­îc më réng bëi nhiÒu nhµ to¸n häc trong ®ã
cã Valette[62], Higson[25] vµ chÝnh Thomsen[60]. N¨m 2005, Thomsen[61] ®· thµnh c«ng
trong viÖc x©y dùng mét ®¼ng cÊu gi÷a mét nhãm KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn cña mét cÆp
G-®¹i sè víi mét nhãm K-lý thuyÕt cña mét C ∗-®¹i sè . Trong ®ã c¸c gi¶ thiÕt ®Æt lªn
c¸c C∗-®¹i sè trong c«ng tr×nh cña Thomsen lµ kh¸ \nhÑ", c¸c C ∗-®¹i sè kh«ng nhÊt thiÕt
ph¶i lµ c¸c C∗-®¹i sè h¹t nh©n, ®iÒu kiÖn mµ toµn bé lý thuyÕt cña Kasparov còng nh­
c¸c t¸c gi¶ tr­íc «ng ®Òu ph¶i dïng ®Õn.
7 TiÕng Anh: commutant
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1.4.1 §ång cÊu hót ®¼ng biÕn

Kh¸i niÖm ®ång cÊu hót ®¼ng biÕn, mét ph¸t triÓn cña kh¸i niÖm më réng hót trong lý
thuyÕt më réng cña c¸c C∗-®¹i sè (xem [4, Môc 12.15]) vµ tiÕp ®ã lµ kh¸i niÖm ®ång cÊu
hót cña chÝnh Thomsen (xem [60]), ®ãng vai trß quan träng trong viÖc x©y dùng ®èi ngÉu
trong KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn cña Thomsen.

Tr­íc hÕt ta nh¾c l¹i kh¸i niÖm mét m¹ng G-bÊt biÕn tiÖm cËn. Cho X lµ mét kh«ng
gian ®Þnh chuÈn víi t¸c ®éng cña mét nhãm G bëi c¸c phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh trªn X.
Mét m¹ng {xλ}λ∈Λ trong X ®­îc gäi lµ G-bÊt biÕn tiÖm cËn nÕu

lim
λ

(gxλ − xλ) = 0

trong ®ã sù héi tô lµ ®Òu trªn mäi tËp con compact cña G.

Cho A vµ B lµ c¸c G-®¹i sè, A t¸ch ®­îc vµ B æn ®Þnh. Nhê [29, Bæ ®Ò 1.3.2] vµ B lµ
C∗-®¹i sè æn ®Þnh nªn tån t¹i mét d·y {Si}∞1 c¸c ®¼ng cù G-bÊt biÕn trong M(B) sao

cho chuçi
∞∑
i=1

SiS
∗

i héi tô trong t«p« chÆt vµ
∞∑
i=1

SiS
∗

i = 1.

§Þnh nghÜa 1.13.Mét *-®ång cÊu ®¼ng biÕn π : A→ M(B) ®­îc gäi lµ mét ®ång cÊu b·o
hßa8 nÕu tån t¹i mét phÇn tö unita G-bÊt biÕn U ∈M(B) sao cho

Uπ(a)U∗ =
∞∑

i=1

S2iπ(a)S∗

2i (a ∈ A).

Tr­íc khi ®Þnh nghÜa kh¸i niÖm mét *-®ång cÊu hót ®¼ng biÕn ta cÇn ®Õn ®Þnh lý sau
®©y

§Þnh lý 1.9 ([61], §Þnh lý 5.4). Cho A vµ B lµ c¸c G-®¹i sè G-æn ®Þnh , A t¸ch ®­îc. Gi¶
sö π : A → M(B) lµ mét *-®ång cÊu ®¼ng biÕn b·o hßa. Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y lµ
t­¬ng ®­¬ng

(i) Víi mäi phÐp co ®¼ng biÕn hoµn toµn d­¬ng9 ϕ : A→ M(B) ®Òu tån t¹i mét d·y G-bÊt
biÕn tiÖm cËn c¸c phÐp co {Wn} ⊂ M(B) sao cho

lim
n→∞

||ϕ(a)−W ∗

nπ(a)Wn|| = 0

víi mäi a ∈ A.
(ii) Víi mäi phÐp co ®¼ng biÕn hoµn toµn d­¬ng ϕ : A→ M(B) ®Òu tån t¹i mét d·y G-bÊt

biÕn tiÖm cËn {Vn} c¸c ®¼ng cù trong M(B) sao cho
8 TiÕng Anh: saturated
9 Xem Phô lôc A.3
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(1) V ∗

n π(a)Vn − ϕ(a) ∈ B, n ∈ N, a ∈ A,
(2) lim

n→∞

‖V ∗

n π(a)Vn − ϕ(a)‖ = 0, a ∈ A,
(3) g.Vn − Vn ∈ B víi mäi n ∈ N vµ g ∈ G.

(iii) Víi mäi phÐp co ®¼ng biÕn hoµn toµn d­¬ng ϕ : A→ M(B) tån t¹i mét ®­êng liªn tôc
theo chuÈn vµ G-bÊt biÕn tiÖm cËn Vt, t ∈ [1,∞), c¸c ®¼ng cù trong M(B) sao cho

(1) V ∗

t π(a)Vt − ϕ(a) ∈ B, t ∈ [1,∞), a ∈ A,
(2) lim

t→∞

‖V ∗

t π(a)Vt − ϕ(a)‖ = 0, a ∈ A,
(3) g.Vt − Vt ∈ B víi mäi t ∈ [1,∞) vµ g ∈ G.

(iv) Víi mäi *-®ång cÊu ®¼ng biÕn ϕ : A → M(B) tån t¹i mét ®­êng liªn tôc theo chuÈn
vµ G-bÊt biÕn tiÖm cËn Ut, t ∈ [1,∞), c¸c unita trong M(B) sao cho

(1) Ut(π(a)⊕ ϕ(a))U∗

t − π(a) ∈ B, t ∈ [1,∞), a ∈ A,
(2) lim

t→∞

||Ut(π(a)⊕ ϕ(a))U∗

t − π(a)|| = 0, a ∈ A,
(3) g.Ut − Ut ∈ B víi mäi t ∈ [1,∞) vµ víi mäi g ∈ G.

(v) Víi mäi *-®ång cÊu ®¼ng biÕn ϕ : A → M(B) tån t¹i mét d·y G-bÊt biÕn tiÖm cËn
{Un} c¸c unita trong M(B) sao cho

lim
n→∞

||Un(π(a)⊕ ϕ(a))U∗

n − π(a)|| = 0, a ∈ A.

Tõ ®Þnh lý trªn ta cã ®Þnh nghÜa sau ®©y

§Þnh nghÜa 1.14. Gi¶ sö A vµ B lµ c¸c G-®¹i sè G-æn ®Þnh . Mét *-®ång cÊu b·o hßa
π : A→ M(B) ®­îc gäi lµ hót ®¼ng biÕn nÕu nÕu tháa m·n mét trong n¨m ®iÒu kiÖn cña
§Þnh lý 1.9.

1.4.2 §èi ngÉu Thomsen trong KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn

X©y dùng ®¹i sè ®èi ngÉu DG
π

Víi mét cÆp A vµ B lµ hai G-®¹i sè G-æn ®Þnh, trong môc nµy ta sÏ x©y dùng cô thÓ ®èi
ngÉu Thomsen cho cÆp hai G-®¹i sè nµy. Theo [61, §Þnh lý 5.7] lu«n tån t¹i mét *-®ång
cÊu hót ®¼ng biÕn π : A→ M(B). §Æt

Aπ = {x ∈M(B) : xπ(a)− π(a)x ∈ B, a ∈ A}

vµ
Bπ = {x ∈ Aπ : xπ(a) ∈ B, a ∈ A}.
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MÖnh ®Ò 1.1. (i) Aπ lµ mét C∗-®¹i sè con cña M(B)

(ii) Bπ lµ mét ideal hai phÝa ®ãng trong Aπ .

Chøng minh. (i) Víi x, y ∈ Aπ, khi ®ã dÔ thÊy x+ y ∈ Aπ. H¬n n÷a, víi mäi a ∈ A ta cã

(xy)π(a)− π(a)(xy) = x[yπ(a)− π(a)y] + [xπ(a)− π(a)x]y ∈M(B)B +BM(B) ⊂ B

vµ
x∗π(a)− π(a)x∗ = [π(a∗)x− xπ(a∗)]∗ ∈ B.

Do ®ã xy vµ x∗ thuéc Aπ. Do B ®ãng trong M(B) nªn Aπ ®ãng trong M(B). VËy Aπ lµ
mét C∗-®¹i sè con cña M(B).

(ii) DÔ thÊy Bπ lµ mét C∗-®¹i sè con cña Aπ. Víi x ∈ Bπ , z ∈ Aπ vµ mäi a ∈ A ta cã

(zx)π(a) = z(xπ(a)) ∈M(B)B ⊂ B.

Do z ∈ Aπ nªn t = zπ(a)− π(a)z ∈ B, tõ ®ã

zπ(a) = t+ π(a)z.

Sö dông c«ng thøc liÒn trªn ta ®­îc

(xz)π(a) = xt+ (xπ(a))z ∈M(B)B +BM(B) ⊂ B.

V× vËy Bπ lµ mét ideal hai phÝa ®ãng trong Aπ. �

§Æt Dπ = Aπ/Bπ vµ DG
π lµ C

∗-®¹i sè c¸c phÇn tö trong Dπ bÊt biÕn d­íi t¸c ®éng cña
nhãm G. MÖnh ®Ò sau ®©y kh¼ng ®Þnh r»ng C ∗-®¹i sè DG

π kh«ng phô thuéc vµo viÖc chän
*-®ång cÊu hót ®¼ng biÕn π (sai kh¸c ®¼ng cÊu).

MÖnh ®Ò 1.2. NÕu π, τ : A → M(B) lµ c¸c *-®ång cÊu hót ®¼ng biÕn th× Dπ ' Dτ vµ do
®ã DG

π ' DG
τ .

Chøng minh. Trong chøng minh nµy víi hai phÇn tö x, y ∈M(B) ta sÏ viÕt x ∼B y nÕu
x − y ∈ B. Víi hai *-®ång cÊu ®¼ng biÕn ϕ1, ϕ2 : A → M(B), ta viÕt ϕ1 ∼ ϕ2 nÕu tån
t¹i mét ®­êng liªn tôc theo chuÈn G-bÊt biÕn tiÖm cËn W t, t ∈ [1,∞), c¸c unita trong
M(B) sao cho víi mäi t ∈ [1,∞), a ∈ A, g ∈ G ta cã

•
Wtϕ1(a)W

∗

t ∼B ϕ2(a), (1.11)

•
lim
t→∞

Wtϕ1(a)W
∗

t = ϕ2(a),
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•
gWt ∼B Wt. (1.12)

Do π vµ τ lµ c¸c *-®ång cÊu hót ®¼ng biÕn nªn tõ §Þnh lý 1.9/(iv) ta cã

π ∼ π ⊕ ϕ ∼ ϕ⊕ π ∼ ϕ. (1.13)

Tõ (1.11), (1.12) vµ (1.13) ta suy ra tån t¹i mét phÇn tö unita W ∈M(B) sao cho

AdW ◦ π(a) ∼B τ (a)

vµ
gW ∼B W. (1.14)

Tõ ®ã ta cã

x ∈ Aτ ⇐⇒ xτ (a) ∼B τ (a)x

⇐⇒ x(Wπ(a)W ∗) ∼B (Wπ(a)W ∗)x

⇐⇒ (W ∗xW )π(a) ∼B π(a)(W ∗xW )

⇐⇒W ∗xW ∈ Aπ.

KÕt hîp biÓu thøc liÒn trªn víi (1.14) suy ra ¸nh x¹ AdW ∗ : Aτ → Aπ lµ mét *-®¼ng cÊu
®¼ng biÕn. §ång thêi do

x ∈ Bτ ⇐⇒ xτ (a) ∼B τ (a)x ∼B 0

⇐⇒ x(Wπ(a)W ∗) ∼B (Wπ(a)W ∗)x ∼B 0

⇐⇒ (W ∗xW )π(a) ∼B π(a)(W ∗xW ) ∼B 0

⇐⇒ AdW ∗ ◦ x ∈ Bπ.

Ánh x¹ AdW ∗ c¶m sinh mét *-®¼ng cÊu ®¼ng biÕn gi÷a Dπ vµ Dτ vµ do ®ã c¶m sinh
mét *-®¼ng cÊu gi÷a DG

π vµ DG
τ . �

X©y dùng ®¼ng cÊu Θ gi÷a K1(DG
π ) vµ KK0

G(A,B)

Ta sÏ x©y dùng mét ®ång cÊu Θ : K1(DG
π ) → KK0

G(A,B). Ký hiÖu Mn(E) lµ C∗-®¹i sè
bao gåm c¸c ma trËn cÊp n hÖ sè trong C ∗-®¹i sè E vµ Un(E) lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c phÇn
tö unita trong Mn(E). Víi u ∈ Un(DG

π ), tån t¹i phÇn tö v ∈Mn(Aπ) sao cho

(idMn(C) ⊗ p)(v) = u

trong ®ã p : Aπ →Dπ lµ ¸nh x¹ chiÕu mçi phÇn tö trong Aπ vµo líp t­¬ng ®­¬ng t­¬ng
øng trong Dπ . §Þnh nghÜa mét *-®ång cÊu πn : A→ LB(Bn) x¸c ®Þnh bëi
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πn(a)(b1, b2, ..., bn) = (π(a)b1, π(a)b2, ..., π(a)bn) (1.15)

víi mäi a ∈ A vµ (b1, b2, ..., bn) ∈ Bn. §Þnh nghÜa mét ¸nh x¹ ph©n bËc S trªn Bn ⊕ Bn

nh­ sau: S(x, y) = (x,−y) víi mäi x, y ∈ Bn. Khi ®ã

Eu = (Bn ⊕Bn,


πn 0

0 πn


 ,


 0 v

v∗ 0


)

lµ mét bé ba Kasparov ch½n cho A vµ B. DÔ thÊy r»ng c¸ch x©y dùng bé ba Kasparov
Eu nh­ vËy lµ ®éc lËp víi c¸ch chän phÇn tö v vµ líp t­¬ng ®­¬ng víi ®¹i diÖn Eu trong
KK0

G(A,B) chØ phô thuéc vµo líp cña u trong K1(DG
π ). V× vËy ta ®Þnh nghÜa ®­îc ¸nh

x¹ Θ : K1(DG
π )→ KK0

G(A,B) x¸c ®Þnh bëi Θ(u) = Eu víi mäi u ∈ Un(DG
π ). §Þnh lý sau

®©y lµ chÝnh lµ ®èi ngÉu Thomsen trong KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn

§Þnh lý 1.10 ([61], §Þnh lý 6.2). Gi¶ sö A vµ B lµ c¸c G-®¹i sè t¸ch ®­îc G-æn ®Þnh .
Khi ®ã ¸nh x¹ Θ : K1(DG

π )→ KK0
G(A,B) lµ mét ®¼ng cÊu.

X©y dùng ®¼ng cÊu Θ0 gi÷a K0(DG
π ) vµ KK1

G(A,B)

Víi mçi phÐp chiÕu Q ∈Mn(DG
π ), tån t¹i phÇn tö P ∈Mn(Aπ) sao cho

(idMn(C) ⊗ p)(P ) = Q

trong ®ã p : Aπ →Dπ lµ ¸nh x¹ chiÕu mçi phÇn tö trong Aπ vµo líp t­¬ng ®­¬ng t­¬ng
øng trong Dπ . Víi πn : A→ LB(Bn) lµ *-®ång cÊu ®¼ng biÕn ®Þnh nghÜa bëi c«ng thøc
(1.15) th× EQ = (Bn, πn, Q) lµ mét bé ba Kasparov lÎ. DÔ thÊy r»ng c¸ch x©y dùng bé ba
Kasparov EQ nh­ vËy lµ ®éc lËp víi c¸ch chän phÇn tö P vµ líp t­¬ng ®­¬ng víi ®¹i
diÖn EQ trong KK1

G(A,B) chØ phô thuéc vµo líp cña Q trong K0(DG
π ). Tõ ®ã ta ®Þnh

nghÜa ®­îc ¸nh x¹ Θ0 : K0(DG
π ) → KK1

G(A,B) x¸c ®Þnh bëi Θ0(Q) = EQ víi mäi phÐp
chiÕu Q ∈ Mn(DG

π ). T­¬ng tù §Þnh lý 1.10 Thomsen[61] ®· chøng minh ®­îc ®èi ngÉu
tiÕp theo sau ®©y

§Þnh lý 1.11 ([61], §Þnh lý 6.3). Gi¶ sö A vµ B lµ c¸c G-®¹i sè t¸ch ®­îc G-æn ®Þnh. Khi
®ã ¸nh x¹ Θ0 : K0(DG

π )→ KK1
G(A,B) lµ mét ®¼ng cÊu.

1.4.3 Chøng minh KK-lý thuyÕt lµ tæng qu¸t hãa cña K-lý thuyÕt

nhê ®èi ngÉu Thomsen

Trong phÇn nµy ta sÏ chØ lµm viÖc víi tr­êng hîp nhãm G lµ tÇm th­êng, tøc KK-lý
thuyÕt kh«ng ®¼ng biÕn. Trong lý thuyÕt cæ ®iÓn, ng­êi ta ®· chøng minh ®­îc KK-lý
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thuyÕt lµ mét tæng qu¸t hãa cña K-lý thuyÕt qua ®¼ng cÊu KK∗(C, B) ' K∗(B) nhê sö
dông bøc tranh Fredholm cho KK-lý thuyÕt (xem [4, Môc 17.5]). ViÖc chøng minh nµy
rÊt phøc t¹p thËm chÝ ngay c¶ ®èi víi tr­êng hîp ®¬n gi¶n nhÊt khi A = B = C (xem
[4, Môc 17.3]). Môc ®Ých cña phÇn nµy lµ sö dông ®èi ngÉu Thomsen (C¸c §Þnh lý 1.10 vµ
1.11) ®Ó ®­a ra mét chøng minh kh¸c cho ®¼ng cÊu KK ∗(C, B) ' K∗(B) víi B lµ mét
σ-®¹i sè bÊt kú. Trong phÇn nµy víi U lµ mét C ∗-®¹i sè ta sÏ lu«n sö dông c¸c ®ång nhÊt
KU(U) ' U vµ LU(U) 'M(U) (xem MÖnh ®Ò 1.20, Phô lôc B) khi cÇn thiÕt.

§Þnh nghÜa 1.15. Cho A vµ B lµ hai C∗-®¹i sè bÊt kú, E1 vµ E2 lµ c¸c B-module Hilbert.
Hai ¸nh x¹ ϕ1 : A → LB(E1) vµ ϕ2 : A→ LB(E2) ®­îc gäi lµ t­¬ng ®­¬ng xÊp xØ vµ ký
hiÖu ϕ1 ∼ap ϕ2 nÕu tån t¹i mét d·y cña c¸c ®¼ng cù Wn ∈ LB(E2, E1), n = 1, 2, ... sao cho
víi mäi a ∈ A, víi mäi n = 1, 2, ... th×

• W ∗

nϕ1(a)Wn − ϕ2(a) ∈ KB(E2),

• lim
i→∞

‖W ∗

i ϕ1(a)Wi − ϕ2(a)‖ = 0.

Bæ ®Ò 1.3 (§Þnh lý Voiculescu-Kasparov[31]). Cho A lµ mét C∗-®¹i sè t¸ch ®­îc vµ cã
®¬n vÞ, B lµ mét σ-®¹i sè. Gi¶ sö r»ng A hoÆc B lµ mét C ∗-®¹i sè h¹t nh©n vµ tån t¹i mét
*-®¬n cÊu τ : A → M(K). Ký hiÖu i : M(K) → M(B ⊗ K) lµ phÐp nhóng chuÈn t¾c vµ
π = i ◦ τ : A → M(B ⊗ K). Khi ®ã víi mäi *-®ång cÊu unita10 ϕ : τ (A)/(τ (A) ∩ K) →
M(B ⊗K) th× ϕ⊕ π : A→ M(B ⊗K⊕ B ⊗K) t­¬ng ®­¬ng xÊp xØ víi π.

§Þnh lý 1.12. NÕu B lµ mét σ-®¹i sè th× ta cã KK∗(C, B) ' K∗(B).

Chøng minh. Víi mét *-®ång cÊu gi÷a c¸c C ∗-®¹i sè ϕ : U → M(T ) vµ x ∈ U ta sÏ ký
hiÖu ϕx = ϕ(x). §Þnh nghÜa mét ¸nh x¹ τ : C → M(K) nh­ sau τx(k) = xk = x.idK(k)

víi mäi x ∈ C vµ k ∈ K. Do víi mäi e, f ∈ K vµ x ∈ C ta cã (Txe, f) = (xe, f) = xe∗f =

(e, xf) = (e, Txf) nªn Tx
∗ = Tx. Tõ ®ã dÔ dµng kiÓm tra r»ng τ : C → M(K) lµ mét

*-®¬n cÊu.

Gi¶ sö r»ng τ (C) ∩ K 6= {0}. Khi ®ã tån t¹i x ∈ C, x 6= 0 sao cho τx ∈ KK(K). Do
τx = x.idK nªn idK ∈ KK(K). §iÒu nµy m©u thuÉn víi viÖc K lµ C ∗-®¹i sè c¸c to¸n tö
compact trªn kh«ng gian Hilbert v« h¹n chiÒu l2 nªn kh«ng chøa phÇn tö ®¬n vÞ. V× vËy
ta cã τ (C) ∩K = {0}.
Khi ®ã víi mäi *-®ång cÊu unita ϕ : C→ M(B ⊗K), do τ (C)/τ (C) ∩K = τ (C) ' C

nªn ta cã thÓ gi¶ sö ϕ lµ mét *-®ång cÊu tõ τ (C)/(τ (C) ∩ K) vµo M(B ⊗ K). Ký hiÖu
i : M(K) → M(B ⊗ K) lµ phÐp nhóng chuÈn t¾c, tøc lµ it(b ⊗ k) = b ⊗ it(k) víi mäi
t, k ∈ K, b ∈ B vµ ký hiÖu π = i ◦ τ : C→M(B ⊗K). Do C lµ mét C∗-®¹i sè t¸ch ®­îc,
10 Tøc ®ång cÊu biÕn phÇn tö ®¬n vÞ trong C

∗-®¹i sè nguån thµnh phÇn tö ®¬n vÞ trong C
∗-®¹i sè ®Ých
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cã ®¬n vÞ vµ h¹t nh©n (nhê §Þnh lý 1.22, Phô lôc A.6) nªn theo Bæ ®Ò 1.3 th× ϕ⊕π t­¬ng
®­¬ng xÊp xØ víi π. Chó ý r»ng víi tr­êng hîp kh«ng ®¼ng biÕn th× ta kh«ng cÇn ®Õn
®iÒu kiÖn b·o hßa ®Ó mét ®ång cÊu lµ hót, xem [61, Môc 5] vµ [60], tõ ®ã so s¸nh §Þnh
nghÜa 1.15 vµ §Þnh lý 1.9 ta suy ra π lµ mét ®ång cÊu hót.

Do π = i ◦ τ nªn πx(b ⊗ k) = b ⊗ xk víi mäi x ∈ C, k ∈ K vµ b ∈ B. Víi y ∈
M(B ⊗K), b⊗ k ∈ B ⊗K, x ∈ C vµ gi¶ sö y(b⊗ k) =

n∑
i=1

bi ⊗ ki th×

(yπx)(b⊗ k) = y(b⊗ xk) = xy(b⊗ k)

= x(
n∑

i=1

bi ⊗ ki) =
n∑

i=1

bi ⊗ xki

=

n∑

i=1

πx(bi ⊗ ki) = πx(

n∑

i=1

bi ⊗ ki)

= πxy(b⊗ k).

Do ®ã ta cã

Aπ = {y ∈M(B ⊗K) : yπx − πxy ∈ B ⊗K, x ∈ C} = M(B ⊗K).

Do víi mäi y ∈M(B ⊗K) th× y = yπ1 nªn

Bπ = {y ∈ Aπ : yπx ∈ B ⊗K, x ∈ C} = B ⊗K.

V× vËy Dπ = Aπ/Bπ = M(B ⊗ K)/B ⊗K = Qs(B), ®¹i sè Calkin æn ®Þnh cña B. Theo
§Þnh lý 1.10 vµ 1.11 ta cã

KK∗(C, B ⊗K) = K∗+1(Dπ) = K∗+1(Q
s(B)). (1.16)

MÆt kh¸c theo [4, HÖ qu¶ 17.8.8] ta cã

KK∗(C, B ⊗K) ' KK∗(C, B). (1.17)

MÆt kh¸c, theo [4, HÖ qu¶ 12.2.3] ta cã

K∗+1(Q
s(B)) = K∗(B). (1.18)

So s¸nh c¸c c«ng thøc (1.16), (1.17) vµ (1.18) ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

Tõ ®ã ta tÝnh ®­îc c¸c nhãm KK-lý thuyÕt øng víi tr­êng hîp cÆp C ∗-®¹i sè lµ tÇm
th­êng trong hÖ qu¶ sau ®©y

HÖ qu¶ 1.1. • KK0(C,C) ' Z.

• KK1(C,C) = 0,
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Chøng minh. Áp dông §Þnh lý 1.12 ta cã

KK∗(C,C) ' K∗(C).

Do ®ã
KK0(C,C) ' K0(C) = Z

vµ
KK1(C,C) ' K1(C) = 0.

�
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Ch­¬ng nµy sÏ tr×nh bµy kÕt qu¶ nghiªn cøu chÝnh cña luËn v¨n. Trong toµn bé ch­¬ng
nµy nÕu kh«ng cã gi¶i thÝch g× thªm ta lu«n gi¶ sö m, n vµ k lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng vµ
Ĝ lµ vËt ®èi ngÉu cña mét nhãm compact G, tøc lµ tËp tÊt c¶ c¸c biÓu diÔn bÊt kh¶ quy
®«i mét kh«ng t­¬ng ®­¬ng cña G.

2.1 Ý t­ëng vÒ kh¸i niÖm C∗-®¹i sè cña kh«ng gian

thuÇn nhÊt

§Ó gi¶i thÝch cho ý t­ëng vÒ C∗-®¹i sè cña c¸c kh«ng gian thuÇn nhÊt, ®èi t­îng ®­îc
xem nh­ c¸c kh«ng gian thuÇn nhÊt kh«ng giao ho¸n, ta sÏ b¾t ®Çu víi viÖc nh¾c l¹i
kh¸i niÖm kh«ng gian thuÇn nhÊt cæ ®iÓn.

2.1.1 Kh«ng gian thuÇn nhÊt

§Þnh nghÜa 2.16. Gi¶ sö G lµ mét nhãm vµ X lµ mét G-kh«ng gian tr¸i, tøc lµ X lµ mét
kh«ng gian cïng víi mét ®ång cÊu nhãm α tõ G vµo mét nhãm c¸c phÐp biÕn ®æi cña X
vµ ta ký hiÖu ng¾n gän α(g)(x) = g.x (g ∈ G, x ∈ X). Víi ®iÓm x bÊt kú thuéc X ta gäi
tËp hîp {g.x : g ∈ G} lµ G-quü ®¹o cña ®iÓm x trong X. Khi ®ã X ®­îc gäi lµ mét kh«ng
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gian thuÇn nhÊt nÕu hai ®iÓm bÊt kú cña nã ®Òu cã G-quü ®¹o cña ®iÓm nµy ®i qua ®iÓm
kia, tøc lµ víi mäi x vµ y trong X ®Òu tån t¹i g ∈ G sao cho x = g.y.

MÖnh ®Ò sau ®©y lµ then chèt cho ý t­ëng vÒ c¸c C ∗-®¹i sè cña kh«ng gian thuÇn nhÊt.

MÖnh ®Ò 2.3. Cho G lµ mét nhãm. Khi ®ã

(i) NÕu H lµ mét nhãm con cña G th× tËp c¸c líp kÒ tr¸i G/H cña H trong G víi t¸c
®éng sau cña nhãm G

g(kH) = (gk)H (g ∈ G, k ∈ G) (2.1)

lµ mét kh«ng gian thuÇn nhÊt.

(ii) Mäi G-kh«ng gian tr¸i thuÇn nhÊt X ®Òu ®¼ng cÊu víi G-kh«ng gian tr¸i G/H cña c¸c
líp kÒ tr¸i cña mét nhãm con H nµo ®ã cña G trong G, víi t¸c ®éng (2.1) cña G trªn
G/H.

Chøng minh. DÔ dµng kiÓm tra ®­îc (i) lµ ®óng. Ta sÏ chøng minh ý (ii). Cè ®Þnh mét
phÇn tö x ∈ X, ký hiÖu

Gx = {g ∈ G : g.x = x}.

Ta còng dÔ dµng kiÓm tra ®­îc Gx lµ mét nhãm con cña G. Khi ®ã Gx ®­îc gäi lµ nhãm
con dõng hay æn ®Þnh hãa cña ®iÓm x. Ký hiÖu G/Gx lµ kh«ng gian c¸c líp kÒ tr¸i cña
Gx trong G vµ víi t¸c ®éng (2.1) cña G th× nã lµ mét G-kh«ng gian tr¸i thuÇn nhÊt. V× X
lµ thuÇn nhÊt nªn víi mäi y ∈ X tån t¹i gy ∈ G sao cho y = gy.x. Khi ®ã ta ®Þnh nghÜa
®­îc mét ¸nh x¹ h tõ X vµo G/Gx x¸c ®Þnh bëi h(y) = gyGx.

Gi¶ sö y, z ∈ X sao cho h(y) = h(z), hay gyGx = gzGx. Do ®ã víi gy = gy.e ∈ gyGx,
tån t¹i k ∈ Gx sao cho gy = gz.k. Khi ®ã y = gy.x = gz.(k.x) = gz .x = z. V× vËy h lµ mét
®¬n ¸nh. TÝnh chÊt toµn ¸nh cña h lµ hiÓn nhiªn vµ do ®ã h lµ mét song ¸nh. MÆt kh¸c,
h(g.x) = gGx = gh(x) víi mäi g ∈ G nªn h lµ mét ®¼ng cÊu cña c¸c G-kh«ng gian tr¸i
X vµ G/Gx. V× vËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

2.1.2 C∗-®¹i sè nhãm cña mét nhãm compact

NÕu G lµ mét nhãm h÷u h¹n phÇn tö th× ®¹i sè nhãm C[G] cã vai trß v« cïng quan
träng trong lý thuyÕt biÓu diÔn cña nhãm G (ch¼ng h¹n xem [50]). Tuy nhiªn khi G
kh«ng ph¶i lµ mét nhãm h÷u h¹n th× ®¹i sè nhãm ®ã kh«ng cßn gi÷ vai trß quan träng
nh­ trong tr­êng hîp h÷u h¹n n÷a. Mét c¸ch tù nhiªn ng­êi ta cè g¾ng tæng qu¸t hãa
kh¸i niÖm cña ®¹i sè nhãm C[G] vµ C ∗-®¹i sè nhãm C ∗(G) chÝnh lµ lêi gi¶i. Ng­êi ta ®·
chøng minh ®­îc r»ng mçi biÓu diÔn unita cña mét nhãm compact ®Þa ph­¬ng G ®­îc
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x¸c ®Þnh duy nhÊt bëi mét biÓu diÔn kh«ng suy biÕn cña C ∗-®¹i sè nhãm C ∗(G) (xem
[35, Môc 10.2]).

B©y giê ta x©y dùng kh¸i niÖm nµy cho tr­êng hîp nhãm compact. Gi¶ sö G lµ mét
nhãm compact vµ µ lµ mét ®é ®o Haar trªn G sao cho µ(G) = 1. Ký hiÖu L1(G) lµ tËp
c¸c hµm nhËn gi¸ trÞ phøc trªn G sao cho

∫
G

|f(z)|dµ(z) < ∞. Víi c¸c phÐp to¸n th«ng

th­êng céng hai hµm vµ nh©n mét sè phøc víi mét hµm th× L1(G) cã cÊu tróc mét kh«ng
gian vÐct¬ phøc. Víi f, g ∈ L1(G) ta ®Þnh nghÜa phÐp nh©n, phÐp ®èi hîp vµ mét chuÈn
trªn L1(G) nh­ sau

• (f ∗ g)(k) =
∫
G

f(h)g(h−1k)dµ(h) (k ∈ G),

• f∗(k) = f(k−1) (k ∈ G),

• ‖f‖C∗ = sup
π∈ bG

‖f̂(π)‖ = sup
π∈ bG

‖
∫
G

f(h)π(h)dµ(h)‖, trong ®ã Ĝ lµ vËt ®èi ngÉu cña G.

DÔ dµng kiÓm tra ®­îc hµm ‖.‖C∗ ®­îc ®Þnh nghÜa ë trªn lµ mét C∗-chuÈn trªn L1(G),
tøc lµ chuÈn tháa m·n ‖f ∗ f ∗‖ = ‖f‖2 (f ∈ L1(G)). V× vËy ta cã ®Þnh nghÜa sau

§Þnh nghÜa 2.17. Bao ®ãng cña L1(G) theo chuÈn nµy lµ mét C ∗-®¹i sè vµ ®­îc gäi lµ
C∗-®¹i sè nhãm cña nhãm G, ký hiÖu lµ C∗(G).

2.1.3 §¬n gi¶n hãa ®Þnh nghÜa cña C
∗(SU(m))

C∗-®¹i sè sinh bëi mét tËp hîp c¸c phÇn tö

Tr­íc hÕt ta sÏ ph¸t biÓu kh¸i niÖm vÒ mét C ∗-®¹i sè con sinh bëi mét tËp c¸c phÇn
tö trong mét C∗-®¹i sè

§Þnh nghÜa 2.18. Cho A lµ mét C∗-®¹i sè vµ S lµ mét tËp hîp con cña A. Khi ®ã B ®­îc
gäi lµ mét C∗-®¹i sè con cña A sinh bëi S nÕu B lµ C∗-®¹i sè con bÐ nhÊt chøa S cña A,
tøc lµ nÕu D lµ mét C∗-®¹i sè con chøa S cña A th× B lµ mét C∗-®¹i sè con cña D.

T­¬ng tù nh­ c¸c tr­êng hîp cæ ®iÓn (vµnh con sinh bëi mét tËp, ®¹i sè con sinh bëi
mét tËp,...), ta dÔ dµng chøng minh mÖnh ®Ò sau ®©y

MÖnh ®Ò 2.4. Gi¶ sö B lµ mét C∗-®¹i sè con sinh bëi tËp con S cña C∗-®¹i sè A. Ký hiÖu

S∗ = {a∗ : a ∈ S}

vµ
prod(S) = {a1.a2...an : ai ∈ S ∪ S∗, i = 1, 2, ..., n;n = 1, 2, ...}.
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Khi ®ã B lµ bao ®ãng theo chuÈn trong A cña ®¹i sè con span(prod(S)), tøc lµ bao tuyÕn
tÝnh cña prod(S).

Tõ ®ã ta ®i ®Õn kh¸i niÖm sÏ ®­îc dïng sau nµy vÒ C ∗-®¹i sè sinh bëi mét tËp hîp c¸c
phÇn tö cña nã

§Þnh nghÜa 2.19. Cho A lµ mét C∗-®¹i sè vµ S lµ mét tËp hîp con cña A. Khi ®ã A ®­îc
gäi lµ C∗-®¹i sè sinh bëi S nÕu C∗-®¹i sè con sinh bëi tËp S cña A trïng víi C∗-®¹i sè A.

§¬n gi¶n hãa nhê ®Þnh lý Peter-Weyl

Gi¶ sö G lµ mét nhãm compact, Ĝ lµ vËt ®èi ngÉu cña nhãm G, T ∈ Ĝ. Khi ®ã c¸c
hµm nhËn gi¸ trÞ phøc trªn G x¸c ®Þnh bëi Tij(g) = phÇn tö ë vÞ trÝ hµng i cét j cña ma
trËn T (g), víi g ∈ G, 1 ≤ i, j ≤ dimT , ®­îc gäi lµ c¸c hµm hÖ sè ma trËn cña biÓu diÔn
T . Ta cã ®Þnh lý sau lµ mét hÖ qu¶ trùc tiÕp cña ®Þnh lý Peter-Weyl (ch¼ng h¹n xem [55,
§Þnh lý 3.5, Ch­¬ng 1]):

§Þnh lý 2.13. NÕu G lµ mét nhãm compact th× C∗(G) ®­îc sinh bëi c¸c hµm hÖ sè ma
trËn T α

ij , 1 ≤ i, j ≤ dimT α, víi mäi T α ∈ Ĝ.

§¬n gi¶n hãa cho C∗(SU(m))

Nh¾c l¹i SU(m) lµ tËp c¸c ma trËn phøc A cÊp m tháa m·n A∗ = A−1 vµ cã ®Þnh
thøc b»ng 1. Ký hiÖu uij (i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , m) lµ c¸c hµm hÖ sè ma trËn cña
SU(m), tøc lµ c¸c hµm nhËn gi¸ trÞ phøc, ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau

uij(g) = gij

víi mäi g = (gij)m×m ∈ SU(m).

MÖnh ®Ò 2.5. C¸c hµm uij (i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , m) lµ c¸c hµm liªn tôc trªn
SU(m).

Chøng minh. Gi¶ sö gn = (gn
ij)m×m lµ d·y phÇn tö héi tô ®Õn phÇn tö g = (gij)m×m

trong SU(m). Khi ®ã gn
ij còng héi tô ®Õn gij víi mäi i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , m khi

n tiÕn ra v« cïng. §iÒu ®ã t­¬ng ®­¬ng víi uij(g
n) héi tô ®Õn uij(g) khi n tiÕn ra v«

cïng. VËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

§Þnh lý sau ®©y cho chóng ta mét m« t¶ ®¬n gi¶n h¬n cho C ∗(SU(m)):

§Þnh lý 2.14. C∗(SU(m)) ®­îc sinh bëi c¸c hµm hÖ sè ma trËn uij , i = 1, . . . , m, j =

1, . . . , m.
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Chøng minh. Nh¾c l¹i U(m) lµ nhãm c¸c ma trËn phøc A cÊp m tháa m·n A∗ = A−1 vµ
gäi T lµ biÓu diÔn c¬ b¶n cña nhãm Um, tøc T lµ biÓu diÔn T : U(m) → Matm(C) x¸c
®Þnh bëi T (g) = g (g ∈ U(m)). Khi ®ã (xem [7, Môc 13.3]) víi mäi biÓu diÔn T α ∈ ŜU(m)

®Òu tån t¹i c¸c sè nguyªn p, q sao cho T α lµ mét biÓu diÔn con cña biÓu diÔn
∑

⊕p T⊗q.
Do T α lµ mét biÓu diÔn con cña biÓu diÔn

∑
⊕p
T⊗q nªn tån t¹i mét ma trËn phøc cÊp

pmq kh¶ nghÞch A sao cho víi mäi g ∈ SU(m) th× ma trËn A
∑

⊕p T⊗q(g)A−1 cã d¹ng


T α(g) B(g)

O C(g)





trong ®ã O lµ ma trËn kh«ng víi cì phï hîp. Tõ ®ã suy ra c¸c hµm hÖ sè ma trËn
T α

ij (1 ≤ i, j ≤ dimT α, T α ∈ ŜU(m)) ®Òu biÓu diÔn ®­îc qua c¸c hµm u ij (1 ≤ i, j ≤ m).
MÆt kh¸c, theo §Þnh lý 2.13, C∗(SU(m)) ®­îc sinh bëi c¸c hµm hÖ sè ma trËn T α

ij ,

1 ≤ i, j ≤ dimT α, víi mäi T α ∈ ŜU(m). V× vËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

2.1.4 C
∗-®¹i sè cña kh«ng gian thuÇn nhÊt

Kh«ng gian thuÇn nhÊt SU(n + k)/SU(n)

Ký hiÖu SU(n)k lµ tËp hîp c¸c ma trËn gk = (bij)(n+k)×(n+k) ®­îc thiÕt lËp tõ ma trËn
g = (aij)n×n ∈ SU(n) nhê c¸c biÓu thøc sau






bii = 1 nÕu i = 1, . . . , k

bij = 0 nÕu i 6= j vµ i = 1, . . . , k

bij = 0 nÕu i 6= j vµ j = 1, . . . , k

bij = aij nÕu i = k + 1, . . . , n+ k vµ j = k + 1, . . . , n+ k.

hay nãi c¸ch kh¸c

gk =



Ik O

O g





trong ®ã Ik lµ ma trËn ®¬n vÞ cÊp k vµ O lµ c¸c ma trËn kh«ng cã cì phï hîp. DÔ dµng
kiÓm tra r»ng SU(n)k lµ mét nhãm con cña SU(n+k) nh­ng l¹i kh«ng lµ mét nhãm con
chuÈn t¾c cña SU(n + k). Do ®ã SU(n + k)/SU(n)k, tËp hîp c¸c líp kÒ tr¸i cña nhãm
SU(n)k trong nhãm SU(n+ k), nãi chung kh«ng cã cÊu tróc mét nhãm. Theo MÖnh ®Ò
2.3 th× SU(n + k)/SU(n)k chÝnh lµ mét kh«ng gian thuÇn nhÊt. Tõ nay ta sÏ ký hiÖu
kh«ng gian thuÇn nhÊt nµy lµ SU(n+ k)/SU(n).

§Ó gi¶i thÝch cho tÝnh tù nhiªn cña ®Þnh nghÜa cña c¸c kh«ng gian thuÇn nhÊt kh«ng
giao ho¸n, ta sÏ chøng minh ®Þnh lý vÒ cÊu tróc cña kh«ng gian th­¬ng SU(n+k)/SU(n)

sau ®©y
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§Þnh lý 2.15. Cã mét song ¸nh tõ kh«ng gian th­¬ng SU(n + k)/SU(n) vµo kh«ng gian
gåm k khung

−→ej = (u1j, u2j, ..., u(n+k)j) j = 1, . . . , k

trong ®ã
n+k∑

i=1

uijuil = δjl ∀j, l ∈ {1, . . . , k}.

Chøng minh. Gi¶ sö U = (uij)(n+k)×(n+k) vµ V = (vij)(n+k)×(n+k) lµ hai ma trËn trong
SU(n+k) sao cho U−1V ∈ SU(n)k, tøc lµ U vµ V thuéc cïng mét líp kÒ tr¸i cña SU(n)k

trong SU(n+ k). Ta sÏ chØ ra r»ng k cét ®Çu tiªn cña U vµ V trïng nhau vµ tõ ®ã ta cã
®iÒu ph¶i chøng minh.
ThËt vËy, gi¶ sö U−1V = (U )TV = (cij)(n+k)×(n+k) , khi ®ã

cij =
n+k∑

s=1

usivsj

víi mäi i, j ch¹y tõ 1 ®Õn n+ k. Do U−1V = SU(n)k nªn

cij =
n+k∑

s=1

usivsj = δij (2.2)

víi mäi j ch¹y tõ 1 ®Õn k. MÆt kh¸c

n+k∑

s=1

usiusj = δij (2.3)

víi mäi i, j ch¹y tõ 1 ®Õn n+ k. §Æt hsj = vsj − usj víi s = 1, . . . , n+ k vµ j = 1, . . . , k.
Nhê (2.2) vµ (2.3) nªn ta cã

n+k∑

s=1

usihsj = 0 (i = 1, ..., n+ k; j = 1, ..., k). (2.4)

Coi hÖ ®¼ng thøc (2.4) trªn lµ hÖ k(n + k) ph­¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh thuÇn nhÊt víi c¸c
Èn hsj (s = 1, ..., n+ k; j = 1, ..., k). NÕu ta s¾p thø tù cña Èn lµ

h11,h21, ..., h(n+k)1, h12,h22, ..., h(n+k)2, ..., h1k,h2k, ..., h(n+k)k

th× ma trËn hÖ sè cña hÖ (2.4) cã d¹ng



U−1 O ... O

O U−1 ... O
...

...
...

...

O O ... U−1



.
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Ma trËn nµy cã ®Þnh thøc b»ng det(U−1)
k

= 1 nªn hÖ cã duy nhÊt mét nghiÖm tÇm
th­êng

hsj = 0 (s = 1, ..., n+ k; j = 1, ..., k).

Do ®ã
usj = vsj (s = 1, ..., n+ k; j = 1, ..., k).

VËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

C¸c kh«ng gian thuÇn nhÊt kh«ng giao ho¸n

XuÊt ph¸t tõ ý t­ëng cña nhãm l­îng tö ma trËn cña Woronowicz[64], ý t­ëng vÒ
c¸c C∗-®¹i sè nhãm biÕn ®æi1[42], dùa trªn §Þnh lý 2.14 vÒ cÊu tróc thu gän cña C ∗-®¹i
sè C∗(SU(m)) vµ §Þnh lý 2.15 vÒ cÊu tróc cña kh«ng gian thuÇn nhÊt SU(n+ k)/SU(n),
chóng t«i ®Ò xuÊt c¸c kh¸i niÖm sau ®©y

§Þnh nghÜa 2.20. Khi k ≥ 1, C∗-®¹i sè con sinh bëi c¸c hµm uij víi i = 1, 2, . . . , n + k

vµ j = 1, 2, . . . , k trong C∗(SU(n + k)) ®­îc gäi lµ C∗-®¹i sè cña kh«ng gian thuÇn nhÊt
SU(n + k)/SU(n) hoÆc kh«ng gian thuÇn nhÊt kh«ng giao ho¸n t­¬ng øng víi SU(n +

k)/SU(n) vµ ®­îc ký hiÖu lµ C∗(SU(n+ k)/SU(n)).

Do kh«ng gian con cña mét kh«ng gian thuÇn nhÊt lµ mét kh«ng gian thuÇn nhÊt nªn
mét C∗-®¹i sè con, ta sÏ ®Þnh nghÜa d­íi ®©y, cña C ∗-®¹i sè C∗(SU(n+ k)/SU(n)) ®­îc
coi nh­ t­¬ng øng víi mét kh«ng gian thuÇn nhÊt nµo ®ã vµ do ®ã ®­îc xem lµ mét
kh«ng gian thuÇn nhÊt kh«ng giao ho¸n.

§Þnh nghÜa 2.21 (Kh«ng gian thuÇn nhÊt kh«ng giao ho¸n C∗

n,k). C
∗-®¹i sè con sinh

bëi c¸c hµm uij víi i = 1, 2, . . . , k vµ j = 1, 2, . . . , k trong C∗(SU(n+ k)) ®­îc ký hiÖu lµ
C∗

n,k.

2.2 CÊu tróc cña c¸c C∗-®¹i sè cña kh«ng gian thuÇn

nhÊt

Ta b¾t ®Çu b»ng viÖc chøng minh r»ng biÓu diÔn c¬ b¶n cña nhãm SU(m) lµ mét biÓu
diÔn unita bÊt kh¶ quy. Ý t­ëng chøng minh cña bæ ®Ò nµy lµ coi biÓu diÔn c¬ b¶n lµ
mét tr­êng hîp riªng trong c¸c biÓu diÔn cña SU(m) lªn kh«ng gian vÐct¬ c¸c ®a thøc
thuÇn nhÊt m biÕn råi chøng minh biÓu diÓu diÔn nµy lµ bÊt kh¶ quy.
1 TiÕng Anh: Transformation group C

∗-algebras
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Bæ ®Ò 2.4. BiÓu diÔn c¬ b¶n cña nhãm SU(m), tøc biÓu diÔn F : SU(m)→ Matn(C) x¸c
®Þnh bëi F (g) = g (g ∈ SU(m)), lµ mét biÓu diÔn unita bÊt kh¶ quy cña nhãm SU(m).

Chøng minh. TÝnh unita cña biÓu diÔn c¬ b¶n cña SU(m) lµ hiÓn nhiªn, ta sÏ xem xÐt
tÝnh bÊt kh¶ quy cña biÓu diÔn nµy.

Ký hiÖu V lµ kh«ng gian vÐct¬ con c¸c ®a thøc thuÇn nhÊt bËc 1 cña C[z 1, z2, . . . , zm]

vµ

zg =




(z1z2...zm)




g11

g21

...

gm1



, ..., (z1z2...zm)




g1m

g2m

...

gmm







víi mäi z = (z1, z2, . . . , zm) ∈ Cm vµ g ∈ SU(m).

Ta ®Þnh nghÜa ¸nh x¹ U : SU(m) → Aut(V ) x¸c ®Þnh bëi U(g)(ϕ)(z) = ϕ(zg) víi
mäi g ∈ SU(m) vµ z ∈ Cn. T­¬ng tù tr­êng hîp m = 2 dÔ dµng kiÓm tra ®­îc U lµ
mét biÓu diÔn liªn tôc cña SU(m).

Ta cã nhËn xÐt r»ng c¸c ma trËn cña biÓu diÔn c¬ b¶n cña nhãm SU(m) chÝnh lµ c¸c
ma trËn cña biÓu diÔn U theo c¬ së {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm} trong ®ã ϕi(z) = zi i = 1, . . . , m, z =

(z1, . . . , zm). ThËt vËy, ta cã

U(g)(ϕi)(z) = ϕi(zg) = g1iϕ1(z) + g2iϕ2(z) + . . . gmiϕm(z)

víi mäi i = 1, 2, ..., m vµ g ∈ SU(m). BiÓu thøc trªn thÓ hiÖn r»ng ma trËn cña U(g) ®èi
víi c¬ së {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm} chÝnh lµ ma trËn g vµ do ®ã ®Ó chøng minh biÓu diÔn c¬ b¶n
lµ bÊt kh¶ quy ta cÇn chøng minh biÓu diÔn U lµ bÊt kh¶ quy. Chó ý r»ng tr­êng hîp
m = 2 ®· ®­îc chøng minh trong lý thuyÕt cæ ®iÓn (xem [55, §Þnh lý 1.1, Ch­¬ng 2]), ta
chØ xÐt tr­êng hîp m ≥ 3.

Gi¶ sö ma trËn A tháa m·n AU(g) = U(g)A víi mäi g ∈ SU(m). XÐt c¸c ma trËn cã
d¹ng

h =




h1 O
. . .

O hn


 ∈ SU(m) (2.5)

tøc lµ c¸c ma trËn cã d¹ng ®­êng chÐo nh­ trªn vµ tháa m·n




h1h2 . . . hm = 1

|hi|2 = 1 (i = 1, 2, . . . , m).

Khi ®ã víi mét sè k cè ®Þnh, 1 ≤ k ≤ m, ta cã
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U(g)A(ϕk)(z) = AU(g)(ϕk)(z) = A(ϕk)(zh) = hkAϕk(z) (2.6)

víi mäi h cã d¹ng (2.5).

Ta cã nhËn xÐt r»ng ϕ ∈ V mµ tháa m·n U(g)(ϕ) = hkϕ víi mäi h cã d¹ng (2.5) khi
vµ chØ khi ϕ tØ lÖ víi ϕk. ThËt vËy, gi¶ sö ϕ tØ lÖ víi ϕk, tøc lµ tån t¹i h»ng sè tk sao cho
ϕ = tkϕk th× ta cã

U(g)(ϕ) = U(g)(tkϕk) = tkU(g)(ϕk) = tkhkϕk = hkϕ.

Ng­îc l¹i, gi¶ sö ϕ ∈ V vµ tháa m·n U(g)ϕ = hkϕ víi mäi h cã d¹ng (2.5). V× ϕ ∈ V
nªn ϕ cã d¹ng ϕ = a1ϕ1 + a2ϕ2 + ...+ amϕm. Khi ®ã

U(h)(ϕ)(z) = ϕ(zh) = a1h1z1 + a2h2z2 + ...+ amhmzm.

MÆt kh¸c
U(g)(ϕ)(z) = hkϕ(z) = a1hkz1 + a2hkz2 + ...+ amhkzm.

Tõ hai biÓu thøc liÒn trªn ta cã

(h1−hk)a1z1 + ...+(hk−1−hk)ak−1zk−1 +(hk+1−hk)ak+1zk+1 + ...+(hm−hk)amzm = 0.

Tõ biÓu thøc trªn, chän h cã d¹ng (2.5) sao cho hk 6= hi víi mäi i 6= k, ta suy ra ai = 0

víi mäi i 6= k vµ do ®ã ϕ = akϕk.

Nhê nhËn xÐt trªn vµ biÓu thøc (2.6) ta suy ra tån t¹i c¸c h»ng sè ck sao cho

A(ϕk) = ckϕk (k = 1, 2, ..., m).

B©y giê ta sÏ chøng minh tÊt c¶ c¸c h»ng sè ck (k = 1, 2, .., m) ë trªn b»ng nhau. ThËt
vËy, víi g = (gij)m×m ∈ SU(m) ta cã

AU(g)(ϕ1)(z) = A(ϕ1)(zg)

= A(g11z1 + ...+ gm1zm)

= g11c1z1 + ...+ gm1cmzm.

MÆt kh¸c ta cã

U(g)A(ϕ1)(z) = U(g)(c1ϕ1)(z)

= c1ϕ1(zg)

= g11c1z1 + ...+ gm1c1zm.

So s¸nh hai biÓu thøc liÒn trªn vµ do tÝnh giao ho¸n gi÷a A vµ U(g) ta cã

(c2 − c1)g21z2 + (c3 − c1)g31z3 + ...+ (cm − c1)gm1zm = 0. (2.7)

Ký hiÖu I lµ ma trËn ®¬n vÞ cÊp m. Víi mçi sè k, 2 ≤ k ≤ m, ta x©y dùng mét ma trËn
kI tõ ma trËn I nh­ sau:
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• B­íc 1: §æi hµng 1 vµ hµng k cña ma trËn I thu ®­îc ma trËn I ′.

• B­íc 2: Trong c¸c hµng 1, 2, ..., k − 1, k + 1, ..., m cña ma trËn I ′ thùc hiÖn mét lÇn
®æi gi÷a hai hµng bÊt kú vµ ta thu ®­îc ma trËn kI . Chó ý r»ng v× m ≥ 3 nªn sè c¸c
hµng cßn l¹i (trõ hµng thø k) trong ma trËn I ′ lµ lín h¬n hoÆc b»ng 2 vµ do ®ã thùc
hiÖn ®­îc b­íc 2.

Ma trËn kI thu ®­îc cã c¸c tÝnh chÊt sau:

• Unita: Do ma trËn kI thu ®­îc tõ ma trËn I chØ b»ng c¸c phÐp ®æi hµng nªn kI vÉn
lµ ma trËn unita.

• §Þnh thøc b»ng 1: Do ma trËn kI thu ®­îc tõ ma trËn I b»ng hai phÐp ®æi hµng nªn
det(kI) = det(I) = 1.

Do ®ã kI ∈ SU(m) (k = 2, ..., m). Thay ma trËn g trong c«ng thøc (1.20) lÇn l­ît bëi c¸c
ma trËn kI (k = 2, ..., m) ta ®­îc

ck = c1 (k = 2, ..., m).

VËy ta ®· chøng minh ®­îc A = c1I . Theo [55, §Þnh lý 2.1] th× U lµ bÊt kh¶ quy vµ do
®ã biÓu diÔn c¬ b¶n cña SU(m) lµ bÊt kh¶ quy. �

Gi¶ sö G lµ mét nhãm compact. Ký hiÖu L2(G) lµ kh«ng gian vÐct¬ c¸c hµm f nhËn gi¸
trÞ phøc trªn G sao cho ∫

G

|f(k)|2dµ(k) <∞.

Víi hai hµm f, g ∈ L2(G), ta ®Þnh nghÜa mét tÝch v« h­íng trªn L2(G) nh­ sau

(f, g) =

∫

G

f(k)g(k)dµ(k). (2.8)

Tõ Bæ ®Ò 2.4 ta thu ®­îc bæ ®Ò sau

Bæ ®Ò 2.5. Gi¶ sö uij (i, j = 1, 2, ..., m) lµ c¸c hµm hÖ sè ma trËn cña nhãm SU(m). Khi
®ã ta cã ®¼ng thøc sau

(uij, ust) =
1

m
δisδjt (i, j, s, t ∈ {1, 2, ..., m}).

Chøng minh. Theo [55, §Þnh lý 3.2], víi mäi biÓu diÔn bÊt kh¶ quy T α, T β ∈ ŜU(m) ta
cã

(T α
ij , T

β
st) =






1
dimT α δisδjt nÕu α = β

0 nÕu α 6= β.
(2.9)
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Nhê Bæ ®Ò 2.4 ta suy ra biÓu diÔn c¬ b¶n lµ mét phÇn tö cña vËt ®èi ngÉu ŜU(m). Do
c¸c hµm uij (i, j = 1, 2, ..., m) còng chÝnh lµ c¸c hµm hÖ sè ma trËn cña biÓu diÔn c¬ b¶n,
h¬n n÷a chiÒu cña biÓu diÔn c¬ b¶n lµ m nªn ¸p dông c«ng thøc (2.9) ta cã ®iÒu ph¶i
chøng minh. �

Bæ ®Ò 2.6. Gi¶ sö uij (i, j = 1, 2, ..., m) lµ c¸c hµm hÖ sè ma trËn cña nhãm SU(m). Khi
®ã víi mäi i, j, s, t ∈ {1, 2, ..., m} ta cã

(i) u∗ij = uji,

(ii) uij ∗ ust = 1
n
uitδsj ,

(iii) uij = m(uik ∗ ukj) víi k bÊt kú thuéc tËp {1, 2, ..., m}.

Chøng minh. (i) Víi mäi g ∈ SU(m) vµ i, j ∈ {1, 2, ..., m} ta cã

u∗ij(g) = uij(g
−1)

= uij(g∗)

= gji

= uji(g).

(ii) Víi mäi g ∈ SU(m) vµ i, j, s, t ∈ {1, 2, ..., m} ta cã

(uij ∗ ust)(g) =

∫

S

U(m)uij(h)ust(h
−1g)dµ(h)

=

∫

SU (m)

hijust(h
∗g)dµ(h)

=

∫

SU (m)

hij(h1sh2s...hms)




g1t

g2t

...

gmt



dµ(h)

=

∫

SU (m)

hij

m∑

l=1

hlsgltdµ(h)

=
m∑

l=1

glt

∫

SU (m)

hijhlsdµ(h)

=

m∑

l=1

glt

∫

SU (m)

uij(h)uls(h)dµ(h)

=
m∑

l=1

glt(uij, uls).
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Áp dông Bæ ®Ò 2.5 ta ®­îc

(uij ∗ ust)(g) =
1

m

m∑

l=1

gltδilδjs

=
1

m
gitδjs

=
1

m
uit(g)δjs.

(iii) Ý (iii) ®­îc suy trùc tiÕp tõ ý (ii) b»ng c¸ch cho s = j. �

Nhê 3 bæ ®Ò trªn ta thu ®­îc ®Þnh lý ®¬n gi¶n hãa cÊu tróc cña C ∗-®¹i sè C∗(SU(m)),
m¹nh h¬n sù ®¬n gi¶n hãa ®· ®­îc chøng minh trong §Þnh lý 2.14, sau ®©y

§Þnh lý 2.16. C∗-®¹i sè C∗(SU(m)) ®­îc sinh bëi c¸c hµm phÇn tö ma trËn uis (i =

1, 2, ..., m) vµ usj (j = 1, 2, ..., m) víi s lµ mét sè cè ®Þnh bÊt kú thuéc tËp {1, 2, ..., m}.

Chøng minh. Gi¶ sö s lµ mét sè thuéc tËp {1, 2, ..., m}. Theo §Þnh lý 2.14 C∗-®¹i sè
C∗(SU(m)) ®­îc sinh bëi c¸c hµm phÇn tö ma trËn u ij (1 ≤ i, j ≤ m). MÆt kh¸c theo
Bæ ®Ò 2.6 mäi hµm uij (1 ≤ i, j ≤ m) ®Òu ®­îc sinh bëi c¸c hµm phÇn tö ma trËn
uis (i = 1, 2, ..., m) vµ usj (j = 1, 2, ..., m). VËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

C∗-®¹i sè C∗

n,k lµ mét C
∗-®¹i sè con nh­ng nãi chung kh«ng lµ mét ideal cña C ∗-®¹i sè

C∗(SU(n + k)). Tuy nhiªn trong môc nµy chóng t«i sÏ chøng minh C ∗

n,k mang mét cÊu
tróc yÕu h¬n ideal, cô thÓ nã lµ mét C ∗-®¹i sè con di truyÒn cña C ∗(SU(n + k)). Tõ ®ã
chøng minh ®­îc C ∗-®¹i sè C∗

n,k lµ mét AF -®¹i sè vµ do ®ã thu ®­îc mét sè m« t¶ ë
møc ®é K-lý thuyÕt cña nã.

Tr­íc hÕt ta sÏ nh¾c l¹i kh¸i niÖm C ∗-®¹i sè con di truyÒn (xem [44, Môc 1.5]).

§Þnh nghÜa 2.22 (C∗-®¹i sè con di truyÒn). Cho A lµ mét C∗-®¹i sè vµ A+ lµ tËp c¸c
phÇn tö d­¬ng (Xem Phô lôc A.2) trong A. Mét tËp con M cña A+ ®­îc gäi lµ tËp con
di truyÒn cña A nÕu víi mäi x ∈ A vµ y ∈M tháa m·n 0 ≤ x ≤ y th× suy ra x ∈M . Mét
C∗-®¹i sè con B cña A ®­îc gäi lµ C ∗-®¹i sè con di truyÒn cña A nÕu B+ lµ tËp con di
truyÒn cña A+.

Trªn C∗-®¹i sè C∗(SU(n+ k)) ta ®Þnh nghÜa mét hµm p : SU(n+ k)→ C x¸c ®inh bëi

p(g) = (n+ k)
k∑

i=1

gii = (n+ k)
k∑

i=1

uii(g) (2.10)

trong ®ã g = (gij)(n+k)×(n+k) ∈ SU(n+ k) vµ uii (i = 1, 2, ..., n+ k) lµ c¸c hµm hÖ sè ma
trËn cña nhãm SU(n+k). Chó ý r»ng do c¸c hµm uii (i = 1, 2, ..., k) lµ c¸c phÇn tö thuéc
C∗-®¹i sè C∗(SU(n+ k)) nªn p còng lµ mét phÇn tö thuéc C ∗(SU(n + k)).
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Bæ ®Ò 2.7. Hµm p ®Þnh nghÜa bëi c«ng thøc (2.10) lµ mét phÐp chiÕu trong C∗-®¹i sè
C∗(SU(n + k)), tøc p lµ phÇn tö tù liªn hîp cña C∗(SU(n + k)) vµ tháa m·n p ∗ p = p.

Chøng minh. Theo Bæ ®Ò 2.6 ta cã

p∗ = (n+ k)
k∑

i=1

u∗ii = (n+ k)
k∑

i=1

uii = p.

Do ®ã p lµ phÇn tö tù liªn hîp cña C ∗(SU(n+ k)). Gäi µ lµ ®é ®o Haar trªn SU(n+ k)

sao cho µ(SU(n+ k)) = 1, khi ®ã víi mäi g = (gij)(n+k)×(n+k) ∈ SU(n+ k) ta cã

(p ∗ p)(g) =

∫

SU (n+k)

p(h)p(h−1g)dµ(h). (2.11)

Do h ∈ SU(n + k) lµ ma trËn unita nªn

uij(h
−1g) = (h1ih2i...h(n+k)i)




g1j

g2j

...

g(n+k)j




=

n+k∑

s=1

hsigsj (i, j = 1, 2, ..., n+ k).

Do ®ã

uii(h
−1g) =

n+k∑

s=1

hsigsi (i = 1, 2, ..., n+ k). (2.12)

Tõ ®ã ta cã

p(h)p(h−1g) = (n+ k)2

k∑

t=1

htt

k∑

i=1

n+k∑

s=1

hsigsi

= (n+ k)2

k∑

i=1

n+k∑

s=1

gsi

k∑

t=1

htthsi.

Thay vµo c«ng thøc (2.11) ta ®­îc

(p ∗ p)(g) = (n+ k)2

∫

SU (n+k)

k∑

i=1

n+k∑

s=1

gsi

k∑

t=1

htthsidµ(h)

= (n+ k)2

k∑

i=1

n+k∑

s=1

gsi

k∑

t=1

∫

SU (n+k)

htthsidµ(h) = (n + k)2

k∑

i=1

n+k∑

s=1

gsi

k∑

t=1

(utt, usi).
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trong ®ã (., .) lµ tÝch v« h­íng trªn L2(SU(n + k)) ®Þnh nghÜa bëi c«ng thøc (2.8). Áp
dông Bæ ®Ò 2.5 ta ®­îc

(p ∗ p)(g) = (n+ k)2
k∑

i=1

n+k∑

s=1

gsi

k∑

t=1

1

n+ k
δtsδti

= (n+ k)
k∑

i=1

gii

= p(g).

Do ®ã p ∗ p = p vµ ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. �

Bæ ®Ò 2.8. C∗

n,k = pC∗(SU(n+ k))p = {p ∗ a ∗ p : a ∈ C∗(SU(n+ k))}.

Chøng minh. Víi g ∈ SU(n+k), i, j ∈ {1, 2, ..., n+k} vµ µ lµ ®é ®o Haar trªn SU(n+k)

tháa m·n µ(SU(n+ k)) = 1, ta cã

(uij ∗ p)(g) = (n+ k)

∫

SU (n+k)

uij(h)p(h
−1g)dµ(h)

= (n+ k)

∫

SU (n+k)

hij

k∑

l=1

ull(h
−1g)dµ(h).

Nhê c«ng thøc (2.12) ta cã

(uij ∗ p)(g) = (n+ k)

∫

SU (n+k)

hij

k∑

l=1

n+k∑

s=1

hslgsldµ(h)

= (n+ k)
k∑

l=1

n+k∑

s=1

gsl

∫

SU (n+k)

uij(h)usl(h)dµ(h)

= (n+ k)
k∑

l=1

n+k∑

s=1

gsl(uij, usl).

Nhê Bæ ®Ò 2.5 ta cã

(uij ∗ p)(g) = (n+ k)

k∑

l=1

n+k∑

s=1

gslδisδjl

=

{
0 nÕu j = k + 1, ..., n+ k

(n+ k)uij(g) nÕu j = 1, 2, ..., k.

MÆt kh¸c víi g ∈ SU(n + k), i, j ∈ {1, 2, ..., n+ k} ta cã

(p ∗ uij)(g) =

∫

SU (n+k)

p(h)uij(h
−1g)dµ(h)
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= (n+ k)

∫

SU (n+k)

k∑

s=1

hss

n+k∑

t=1

htigtjdµ(h)

= (n+ k)
k∑

s=1

n+k∑

t=1

gtj

∫

SU (n+k)

hsshtidµ(h)

= (n+ k)

k∑

s=1

n+k∑

t=1

gtj(uss, uti)

= (n+ k)

k∑

s=1

n+k∑

t=1

gtjδstδsi

=

{
(n+ k)uij(g) nÕu i = 1, 2, ..., k

0 nÕu i = k + 1, ..., n+ k.

Tõ c¸c tÝnh to¸n trªn ta suy ra

p ∗ uij ∗ p =

{
(n + k)2uij nÕu i, j ∈ {1, 2, ..., k}
0 nÕu i, j ∈ {k + 1, k + 2, ..., n+ k}.

(2.13)

DÔ dµng kiÓm tra pC∗(SU(n + k)p lµ mét C∗-®¹i sè con cña C ∗(SU(n + k)). MÆt kh¸c
biÓu thøc (2.13) chØ ra r»ng C ∗-®¹i sè con nµy ®­îc sinh bëi c¸c hµm u ij (i, j = 1, 2, ..., k).
V× vËy nã chÝnh lµ C ∗-®¹i sè C∗

n,k. �

§Þnh lý 2.17. C∗

n,k lµ mét C
∗-®¹i sè con di truyÒn cña C∗-®¹i sè C∗(SU(n+ k)).

Chøng minh. §Ó chøng minh C∗

n,k lµ mét C
∗-®¹i sè con di truyÒn cña C ∗-®¹i sè C∗(SU(n+

k)) ta cÇn chøng minh r»ng víi mäi x ∈ C ∗(SU(n+ k)) vµ y ∈ C∗

n,k tháa m·n 0 ≤ x ≤ y
th× x ∈ C∗

n,k.

ThËt vËy, theo Bæ ®Ò 2.8 tån t¹i y′ ∈ C∗(SU(n + k)) sao cho y = py ′p. Khi ®ã
0 ≤ x ≤ py′p. Áp dông MÖnh ®Ò 1.6 cña Phô lôc A.2 ta cã

0 ≤ (1− p)x(1− p) ≤ (1− p)py′p(1− p) = 0.

Do ®ã

(1− p)x(1− p) = 0

=⇒(1− p)
√
x
√
x(1− p) = 0

=⇒
{

(
√
x(1− p))∗(

√
x(1− p)) = 0

((1− p)
√
x)((1− p)

√
x)∗ = 0

=⇒
{
||
√
x(1− p)||2 = 0

||(1− p)
√
x||2 = 0
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=⇒
{√

x =
√
xp

√
x = p

√
x

=⇒x =
√
x
√
x = (p

√
x)(
√
xp) = pxp.

Do ®ã x ∈ pC∗(SU(n + k))p = C∗

n,k. VËy C
∗

n,k lµ mét C
∗-®¹i sè con di truyÒn cña

C∗(SU(n + k)). �

Bæ ®Ò 2.9. [21, Elliot, §Þnh lý 3.1] Mét C∗-®¹i sè con di truyÒn cña mét AF -®¹i sè lµ mét
AF -®¹i sè

Cuèi cïng ta thu ®­îc ®Þnh lý sau ®©y vÒ cÊu tróc cña kh«ng gian thuÇn nhÊt kh«ng giao
ho¸n C ∗

n,k.

§Þnh lý 2.18. (i) C∗-®¹i sè C∗

n,k lµ mét AF -®¹i sè.

(ii) K2∗+1(C
∗

n,k) = 0.

Chøng minh. Tõ §Þnh lý 2.17 vµ Bæ ®Ò 2.9 ta suy ra kÕt luËn (i). Ta sÏ chøng minh (ii).
Do C∗

n,k lµ mét AF -®¹i sè nªn nã lµ giíi h¹n quy n¹p cña mét d·y c¸c C
∗-®¹i sè h÷u h¹n

chiÒu, tøc lµ tån t¹i mét hÖ quy n¹p2 {(Aα, φαβ) : α < β, α, β ∈ I} trong ®ã Aα (α ∈ I)
lµ c¸c C∗-®¹i sè h÷u h¹n chiÒu, sao cho

C∗

n,k = lim−→Aα. (2.14)

Do tÝnh liªn tôc cña hµm tö K2∗+1 (ch¼ng h¹n xem [63, MÖnh ®Ò 7.1.7]) tõ c«ng thøc trªn
ta cã

K2∗+1(C
∗

n,k) = lim−→K2∗+1(Aα). (2.15)

Áp dông §Þnh lý 6.3.8[41], víi mçi α ∈ I th× C ∗-®¹i sè h÷u h¹n chiÒu Aα nÕu kh¸c kh«ng
®Òu cã d¹ng

Aα '
nα⊕

i=1

Matni
(C).

Do K2∗+1(Matni
(C)) = 0 (ch¼ng h¹n xem [63, Môc 6.2.3]) tõ ®¼ng thøc trªn ta cã

K2∗+1(Aα) '
nα⊕

i=1

K2∗+1(Matni
(C)) = 0 (N = 1, 2, ...). (2.16)

Tõ (2.15) vµ (2.16) ta cã
K2∗+1(Aα) ' 0.

�

2 Xem Phô lôc A.7



A

S¬ l­îc vÒ C
∗-®¹i sè

A.1 Unita hãa mét C∗-®¹i sè

Bæ ®Ò 1.10 ([44], MÖnh ®Ò 1.1.3). Víi mçi C∗-®¹i sè A, ®Òu tån t¹i mét C∗-®¹i sè cã ®¬n
vÞ A+ chøa A nh­ mét ideal ®ãng. H¬n n÷a nÕu A kh«ng cã ®¬n vÞ th× A+/A ' C.

§Þnh nghÜa 1.23. C∗-®¹i sè A+ x©y dùng ë trªn ®­îc gäi lµ mét unita hãa cña C∗-®¹i sè
A.

Gäi π : A+ → C lµ ¸nh x¹ th­¬ng vµ λ : C → A+ lµ ¸nh x¹ sao cho λ(ϕ(x) + α1) = α.
Khi ®ã ta dÔ dµng suy ra d·y khíp chÎ sau:

0 −→ A −→ A+
π−−→←−
λ

C −→ 0. (A.1)

§Þnh nghÜa 1.24. Cho A lµ mét C∗-®¹i sè vµ A+ lµ mét unita hãa cña A. Khi ®ã

(i) PhÇn tö a ∈ A ®­îc gäi lµ mét ®¼ng cù trong A nÕu a∗a = 1.

(ii) PhÇn tö u ∈ A ®­îc gäi lµ mét unita trong A nÕu a∗a = aa∗ = 1.

A.2 PhÇn tö d­¬ng vµ thø tù trong mét C∗-®¹i sè

§Þnh nghÜa 1.25. Gi¶ sö A lµ mét C∗-®¹i sè . Khi ®ã

• Mét phÇn tö a ∈ A ®­îc gäi lµ mét phÇn tö d­¬ng vµ ký hiÖu 0 ≤ a nÕu a lµ phÇn tö
tù liªn hîp cña A vµ cã phæ n»m trong [0,+∞).

• Víi hai phÇn tö a, b ∈ A, ta viÕt a ≤ b nÕu 0 ≤ b− a.

Ta cã c¸c tÝnh chÊt quan träng sau ®©y ®èi víi quan hÖ ≤ trªn C ∗-®¹i sè A
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MÖnh ®Ò 1.6. Gi¶ sö A lµ mét C∗-®¹i sè víi quan hÖ ≤ ®­îc ®Þnh nghÜa ë trªn. Khi ®ã

(i) ≤ lµ mét quan hÖ thø tù (bé phËn) trªn C∗-®¹i sè A.

(ii) NÕu a ≤ b th× x∗ax ≤ x∗bx víi mäi x ∈ A.
(iii) Gi¶ sö a lµ mét phÇn tö cña A tháa m·n 0 ≤ a. Khi ®ã tån t¹i duy nhÊt mét phÇn tö

d­¬ng
√
a sao cho a = (

√
a)2.

Chøng minh cña mÖnh ®Ò trªn cã thÓ t×m thÊy trong [44, Môc 1.3].

A.3 Ánh x¹ hoµn toµn d­¬ng

§Þnh nghÜa 1.26. Mét ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh bÞ chÆn π : A→ B gi÷a hai C∗-®¹i sè ®­îc gäi
lµ hoµn toµn d­¬ng nÕu

n∑

i=1

n∑

j=1

b∗iπ(a∗iaj)bj > 0

víi mäi sè nguyªn d­¬ng n, víi mäi a1, a2, ..., an ∈ A vµ mäi b1, b2, ..., bn ∈ B.

NhËn xÐt. Mét *-®ång cÊu lu«n lµ mét ¸nh x¹ hoµn toµn d­¬ng. Tuy nhiªn ®iÒu ng­îc
l¹i nãi chung kh«ng ®óng.

§Þnh nghÜa 1.27.Mét ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh π : A → B gi÷a hai C∗-®¹i sè ®­îc gäi lµ mét
phÐp co nÕu tháa m·n

||π(a− b)|| 6 ||a− b|| (a, b ∈ A).

A.4 σ-®¹i sè

Tr­íc hÕt ta nh¾c l¹i kh¸i niÖm vÒ mét ®¬n vÞ xÊp xØ cña mét C ∗-®¹i sè .

§Þnh nghÜa 1.28. Cho A lµ mét C∗-®¹i sè . Mét m¹ng {uλ : λ ∈ Λ} trong A+, nãn c¸c
phÇn tö d­¬ng1 cña A, ®­îc gäi lµ mét ®¬n vÞ xÊp xØ cña A nÕu λ < µ th× uλ < uµ vµ
lim ||x(1− uλ)|| = 0 víi mäi x ∈ A.

§Þnh lý sau ®©y kh¼ng ®Þnh r»ng mét ®¬n vÞ xÊp xØ nh­ vËy lu«n tån t¹i trong mét
C∗-®¹i sè bÊt kú.

§Þnh lý 1.19.Mçi C∗-®¹i sè ®Òu chøa mét ®¬n vÞ xÊp xØ.
1 Xem Phô lôc A.2
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Cã thÓ xem chøng minh cña ®Þnh lý trªn trong [44, §Þnh lý 1.4.2]. Chó ý r»ng tËp chØ sè
Λ øng víi mçi ®¬n vÞ xÊp xØ kh«ng ph¶i bao giê còng lµ tËp ®Õm ®­îc. §iÒu ®ã dÉn ®Õn
kh¸i niÖm sau ®©y

§Þnh nghÜa 1.29.Mét C∗-®¹i sè A ®­îc gäi lµ mét σ-®¹i sè nÕu nã chøa mét ®¬n vÞ xÊp
xØ {uλ : λ ∈ Λ} víi tËp chØ sè Λ lµ mét tËp ®Õm ®­îc.

NhËn xÐt. Cã mét c¸ch ®Þnh nghÜa kh¸c (ch¼ng h¹n xem [29, §Þnh nghÜa 1.1.20]) vÒ σ-®¹i
sè (®ã lµ: mét C∗-®¹i sè ®­îc gäi lµ σ-®¹i sè nÕu nã chøa mét phÇn tö d­¬ng chÆt). Tuy
nhiªn c¸ch ®Þnh nghÜa nµy phøc t¹p h¬n v× ta ph¶i x©y dùng kh¸i niÖm c¸c tr¹ng th¸i
trªn mét C∗-®¹i sè .

A.5 §¹i sè nh©n tö

§Þnh nghÜa 1.30. Gi¶ sö A lµ mét C∗-®¹i sè bÊt kú. Nhê ®Þnh lý cña Gelfand-Na ǐmark2

(ch¼ng h¹n xem [23, §Þnh lý 1.17]) ta cã thÓ xem A lµ mét C ∗-®¹i sè con cña C∗-®¹i sè
B(H) c¸c to¸n tö tuyÕn tÝnh liªn tôc trªn mét kh«ng gian Hilbert H v« h¹n chiÒu víi t¸c
®éng kh«ng suy biÕn cña A trªn kh«ng gian Hilbert ®ã. Mét phÇn tö x ∈ B(H) ®­îc gäi lµ
mét nh©n tö 3 (hai phÝa) cho A nÕu xA ⊂ A vµ Ax ⊂ A. Khi ®ã tËp tÊt c¶ c¸c nh©n tö
cho A:

M(A) := {x ∈ B(H) : xA ⊂ A vµ Ax ⊂ A}
t¹o thµnh mét C∗-®¹i sè con cña B(H) vµ ®­îc gäi lµ ®¹i sè nh©n tö cña A.

Khi lµm viÖc víi lý thuyÕt cña c¸c C ∗-module Hilbert, ®«i khi ng­êi ta sö dông ®Þnh lý
sau ®©y (xem [37, Ch­¬ng 2]) ®Ó cã mét c¸i nh×n kh¸c vÒ b¶n chÊt cña ®¹i sè nh©n tö.

§Þnh lý 1.20 ([37]). Gi¶ sö A lµ mét C ∗-®¹i sè tïy ý. Xem A lµ mét C ∗-module Hilbert
trªn chÝnh nã, khi ®ã ta cã c¸c ®¼ng cÊu gi÷a c¸c C ∗-®¹i sè nh­ sau

(i) A ' KA(A),

(ii)M(A) ' LA(A).

B©y giê ta sÏ ®Þnh nghÜa t«p« chÆt trªn ®¹i sè nh©n tö.

§Þnh nghÜa 1.31. Gi¶ sö M(A) lµ ®¹i sè nh©n tö cña C∗-®¹i sè A. T«p« chÆt trªn M(A)

lµ t«p« sinh bëi c¸c nöa chuÈn

|||x|||a = ||xa||+ ||ax|| (a ∈ A).
2 Chó ý r»ng ®Þnh lý nµy lµ mét hÖ qu¶ cña cÊu tróc GNS chø kh«ng ph¶i ®Þnh lý nãi r»ng mçi C

∗-®¹i sè giao ho¸n

®Òu ®¼ng cÊu víi kh«ng gian c¸c hµm liªn tôc triÖt tiªu t¹i v« h¹n trªn phæ cña nã
3 TiÕng Anh lµ: multiplier
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Ta cã mÖnh ®Ò quan träng sau ®©y (xem [29, MÖnh ®Ò 1.1.13]) vÒ sù héi tô trong ®¹i sè
nh©n tö theo t«p« chÆt

MÖnh ®Ò 1.7. Gi¶ sö {uλ, λ ∈ Λ} lµ mét ®¬n vÞ xÊp xØ cña C∗-®¹i sè A. Khi ®ã víi mäi
m ∈M(A) th× {muλ}λ∈Λ vµ {uλm}λ∈Λ ®Òu héi tô ®Õn m theo t«p« chÆt cña M(A).

MÖnh ®Ò 1.8 ([29], Bæ ®Ò 1.1.14). Cho A lµ mét C∗-®¹i sè , E lµ mét G-module Hilbert
vµ φ : A → KB(E) lµ mét *-®¼ng cÊu. Khi ®ã φ(A)E = E vµ më réng liªn tôc theo t«p«
chÆt φ : M(A)→ LB(E) cña φ còng lµ mét *-®¼ng cÊu.

A.6 TÝch tensor cña c¸c C∗ ®¹i sè, C∗-®¹i sè h¹t nh©n

NÕu nh­ tÝch tensor cña hai kh«ng gian Hilbert ®­îc x¸c ®Þnh mét c¸ch duy nhÊt do trªn
tÝch tensor ®¹i sè cña hai kh«ng gian ®ã chØ tån t¹i duy nhÊt mét tÝch trong (xem [41,
§Þnh lý 6.3.1]) th× vÊn ®Ò x©y dùng tÝch tensor cña hai C ∗-®¹i sè l¹i kh¸ phøc t¹p. C¸c
tµi liÖu tham kh¶o tèt cho phÇn nµy lµ [37], [41, Môc 6.3] vµ [30, Môc 11.3].

TÝch tensor cña c¸c C∗-®¹i sè

Cho A vµ B lµ hai C ∗-®¹i sè. Gäi A�B lµ tÝch tensor ®¹i sè cña A vµ B, tøc lµ tÝch tensor
cña hai kh«ng gian vÐct¬ phøc cïng víi phÐp nh©n (a1⊗ b1)(a2⊗ b2) = (a1.a2⊗ b1.b2) vµ
phÐp ®èi hîp (a⊗ b)∗ = a∗ ⊗ b∗ víi mäi a1, a2, a ∈ A vµ b1, b2, b ∈ B. Ta sÏ xem xÐt c¸c
chuÈn p võa lµ chuÈn chÐo, tøc tháa m·n p(a ⊗ b) = ‖a‖.‖b‖, võa lµ mét C∗-chuÈn, tøc
tháa m·n p(a∗.a) = p(a)2, trªn A�B. Trong nh÷ng chuÈn tháa m·n ®iÒu kiÖn trªn, lu«n
tån t¹i mét chuÈn lín nhÊt µ vµ mét chuÈn bÐ nhÊt σ theo nghÜa σ(x) ≤ p(x) ≤ µ(x)

víi mäi x ∈ A�B. B©y giê ta sÏ ®i x©y dùng chuÈn bÐ nhÊt ë trªn.

§Þnh nghÜa 1.32 (TÝch tensor kh«ng gian). Cho A vµ B c¸c C∗-®¹i sè víi c¸c biÓu diÔn
phæ dông t­¬ng øng (H,ϕ) vµ (K,ψ), tøc biÓu diÔn lµ tæng trùc trùc tiÕp c¸c biÓu diÔn
GNS c¶m sinh tõ c¸c tr¹ng th¸i trªn C∗-®¹i sè t­¬ng øng (xem thªm [41, Môc 3.4]).
Theo [41, §Þnh lý 6.3.3] tån t¹i duy nhÊt mét *-®¬n cÊu π : A� B → B(H⊗̂K) sao cho
π(a⊗ b) = ϕ(a)⊗̂ψ(b) víi mäi a ∈ A vµ b ∈ B, trong ®ã H⊗̂K lµ tÝch tensor cña hai kh«ng
gian Hilbert H vµ K. Khi ®ã dÔ dµng kiÓm tra r»ng hµm

‖.‖∗ : A� B → R+

x 7→ ‖π(x)‖

lµ mét C∗-chuÈn vµ ®­îc gäi lµ mét C∗-chuÈn kh«ng gian4. Bao ®Çy ®ñ cña A � B theo
chuÈn ‖.‖∗ ®­îc gäi lµ tÝch tensor kh«ng gian 5 cña A vµ B vµ ®­îc ký hiÖu lµ A⊗∗ B.
4 Tªn tiÕng Anh: Spatial C

∗-norm
5 Tªn tiÕng Anh: Spatial tensor product
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§Þnh lý sau ®©y sÏ kh¼ng ®Þnh chuÈn C ∗ kh«ng gian ®Þnh nghÜa ë trªn lµ chuÈn nhá nhÊt
trong c¸c chuÈn trªn A�B. ChÝnh bëi lý do nµy nªn ®«i khi ng­êi ta gäi chuÈn C ∗ kh«ng
gian lµ chuÈn cùc tiÓu vµ tÝch tensor t­¬ng tøng lµ tÝch tensor cùc tiÓu.

§Þnh lý 1.21. [41, §Þnh lý 6.4.18] Gi¶ sö A vµ B lµ hai C∗-®¹i sè tïy ý. Khi ®ã chuÈn C∗

kh«ng gian lµ mét C∗-chuÈn nhá nhÊt trªn A�B.

C∗-®¹i sè h¹t nh©n

§Þnh nghÜa 1.33.Mét C∗-®¹i sè A ®­îc gäi lµ h¹t nh©n nÕu víi mäi C∗-®¹i sè B ®Òu tån
t¹i duy nhÊt mét C∗-chuÈn trªn tÝch tensor ®¹i sè A� B.

§Þnh lý sau ®©y sÏ liÖt kª mét sè líp C ∗-®¹i sè lµ C∗-®¹i sè h¹t nh©n.

§Þnh lý 1.22 ([4], §Þnh lý 15.8.2). Mäi C∗-®¹i sè giao ho¸n, C∗-®¹i sè h÷u h¹n chiÒu,
AF -®¹i sè, C∗-®¹i sè nhãm cña mét nhãm compact ®Òu lµ c¸c C∗-®¹i sè h¹t nh©n.

A.7 Giíi h¹n quy n¹p trong ph¹m trï c¸c C∗ ®¹i sè,

AF -®¹i sè

Giíi h¹n quy n¹p cña c¸c C∗-®¹i sè

§Þnh nghÜa 1.34 (HÖ quy n¹p). Gi¶ sö I lµ mét tËp cã thø tù vµ {Aα : α ∈ I} lµ mét
hä c¸c C∗-®¹i sè . Mét hÖ quy n¹p lµ mét hä {(Aα, φαβ) : α < β, α, β ∈ I}, trong ®ã φαβ

lµ c¸c *-®ång cÊu tõ C ∗-®¹i sè Aα vµo C∗-®¹i sè Aβ vµ tháa m·n φαβ = φγβφαγ víi mäi
α < β < γ trong I , tøc lµm cho s¬ ®å sau giao ho¸n

Aα

φαβ - Aβ

Aγ

φβγ

?

φ
αγ

-

Mét kh¸i niÖm t­¬ng tù víi kh¸i niÖm giíi h¹n trong gi¶i tÝch cæ ®iÓn ®­îc x©y dùng
trong ph¹m trï c¸c C∗-®¹i sè nh­ sau
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§Þnh nghÜa 1.35 (Giíi h¹n quy n¹p). Gi¶ sö {(Aα, φαβ) : α < β, α, β ∈ I} lµ mét hÖ
quy n¹p cña c¸c C∗-®¹i sè . Khi ®ã {(A, φα) : α ∈ I} bao gåm mét C∗-®¹i sè A cïng víi
hä c¸c *-®ång cÊu φα tõ Aα vµo A (α ∈ I) ®­îc gäi lµ giíi h¹n quy n¹p6, ®­îc ký hiÖu
A = lim−→(Aα, φαβ) hoÆc ký hiÖu ng¾n gän A = lim−→Aα khi hä c¸c *-®ång cÊu trªn ®­îc x¸c
®Þnh, nÕu tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau

• Víi mäi α < β (α, β ∈ I), s¬ ®å sau lµ giao ho¸n

Aα

φαβ - Aβ

A

φβ

?

φ
α

-

• NÕu cã mét C∗-®¹i sè B cïng víi mét hä c¸c *-®ång cÊu ψα tõ Aα vµo B (α ∈ I) lµm
cho s¬ ®å sau ®©y giao ho¸n víi mäi α < β (α, β ∈ I)

Aα

φαβ - Aβ

B

ψβ

?

ψ
α

-

th× tån t¹i duy nhÊt mét *-®ång cÊu T tõ A vµo B lµm cho s¬ ®å sau ®©y giao ho¸n víi
mäi α < β (α, β ∈ I)

Aα

φαβ - Aβ

A

φα

?
.....................

T
-

�

φ β

B

ψβ

?

ψ
α

-

AF -®¹i sè

§Þnh nghÜa 1.36. Mét C∗-®¹i sè ®­îc gäi lµ mét AF -®¹i sè nÕu nã lµ giíi h¹n quy n¹p
cña mét hä c¸c C∗-®¹i sè h÷u h¹n chiÒu.

6 Cßn ®­îc gäi lµ giíi h¹n thuËn



B

S¬ l­îc vÒ C
∗-module Hilbert

B.1 C∗-module Hilbert

Cho B lµ mét C∗-®¹i sè víi chuÈn ‖.‖.

§Þnh nghÜa 2.37.Mét B-module tiÒn Hilbert lµ mét kh«ng gian vÐct¬ phøc E vµ ®ång thêi
lµ mét B-module ph¶i ®­îc trang bÞ mét ¸nh x¹ < ., . >: E ×E → B tuyÕn tÝnh theo biÕn
thø hai vµ tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y víi mäi b ∈ B, x, y ∈ E:

(i) < x, yb >=< x, y > b,

(ii) < x, y >∗=< y, x >,

(iii) < x, x >≥ 0,

(iv) < x, x >= 0 kÐo theo x = 0.

Tõ ®ã ta ®i ®Õn kh¸i niÖm mét C ∗-module Hilbert nh­ sau

§Þnh nghÜa 2.38 (C∗-module Hilbert). Mét B-module Hilbert lµ bæ sung ®Çy ®ñ cña mét
B-module tiÒn Hilbert E theo chuÈn sau ®©y

||e|| = || < e, e > || 12 (e ∈ E).

VÝ dô 2.3. B¶n th©n B lµ mét B-module Hilbert víi tÝch trong x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc:
〈a, b〉 = a∗b.

§Þnh nghÜa 2.39 (LB(E1, E2)). Víi mçi cÆp hai B-module Hilbert E1, E2 ta ký hiÖu
LB(E1, E2) lµ tËp tÊt c¶ c¸c hµm T : E1 → E2 sao cho tån t¹i mét ¸nh x¹ T ∗ : E2 → E1,
gäi lµ liªn hîp cña T , sao cho

< Tx, y >=< x, T ∗y > (x ∈ E1, y ∈ E2).

Khi E1 = E2 = E ta ký hiÖu LB(E) = LB(E,E).
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MÖnh ®Ò 2.9 ([29], Bæ ®Ò 1.1.7). Gi¶ sö E lµ mét B-module Hilbert. Khi ®ã LB(E) lµ
mét C∗-®¹i sè .

§Þnh nghÜa 2.40 (KB(E1, E2)). Gi¶ sö E1, E2 lµ mét cÆp hai B-module Hilbert. Víi mçi
x ∈ E2 vµ y ∈ E1 ta ®Þnh nghÜa mét ¸nh x¹ θx,y : E1 → E2 x¸c ®Þnh bëi

θx,y(z) = x < y, z > (z ∈ E).

DÔ dµng kiÓm tra r»ng θ∗x,y = θy,x vµ tõ ®ã θx,y ∈ LB(E1, E2). Ký hiÖu KB(E1, E2) lµ
bao tuyÕn tÝnh ®ãng cña tËp {θx,y : x ∈ E2, y ∈ E1}. Khi E1 = E2 = E ta ký hiÖu
KB(E) = KB(E,E).

MÖnh ®Ò 2.10 ([29], Bæ ®Ò 1.1.9). Gi¶ sö E lµ mét B-module Hilbert. Khi ®ã KB(E) lµ
mét ideal hai phÝa ®ãng cña LB(E).

B.2 C∗-module Hilbert ph©n bËc

Tr­íc hÕt ta sÏ nh¾c l¹i kh¸i niÖm mét C ∗-®¹i sè ph©n bËc.

§Þnh nghÜa 2.41.Mét C∗-®¹i sè ph©n bËc lµ mét C∗-®¹i sè B cïng víi mét ¸nh x¹ *-tuyÕn
tÝnh βB tháa m·n β2

B = id. Khi ®ã βB ®­îc gäi lµ ¸nh x¹ ph©n bËc cña B vµ ta nãi r»ng
B ®­îc ph©n bËc bëi ¸nh x¹ βB.

Sau ®©y sÏ lµ kh¸i niÖm mét C ∗-module Hilbert ph©n bËc trªn mét C ∗-®¹i sè ph©n bËc.

§Þnh nghÜa 2.42.Mét B-module Hilbert ph©n bËc trªn mét C ∗-®¹i sè ph©n bËc víi ¸nh
x¹ ph©n bËc βB lµ mét B-module Hilbert cïng víi mét song ¸nh tuyÕn tÝnh SE : E → E,
®­îc gäi lµ to¸n tö ph©n bËc, sao cho c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y ®­îc tháa m·n:

(i) SE(eb) = SE(e)βB(b) (e ∈ E, b ∈ B),

(ii) 〈SE(e), SE(f)〉 = βB(〈e, f〉) (e, f ∈ E) ,

(iii) S2
E = id.

Tõ ®ã ta cã E = E0 ⊕ E1 víi E0 = {e ∈ E : SE(e) = e} vµ E1 = {e ∈ E : SE(e) = −e}.

B.3 TÝch tensor trong

Gi¶ sö A lµ mét C∗-®¹i sè , E lµ mét B-module ph©n bËc, ϕ : A→ LB(E) lµ mét *-®ång
cÊu. Chó ý r»ng A lµ mét C∗-®¹i sè th× nã còng lµ mét vµnh víi c¸c phÐp to¸n céng vµ
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nh©n hai phÇn tö trïng víi c¸c phÐp to¸n t­¬ng øng cña cÊu tróc C ∗-®¹i sè cña nã. DÔ
dµng kiÓm tra r»ng E cã cÊu tróc mét module tr¸i trªn vµnh A víi t¸c ®éng tr¸i cña A
trªn E ®­îc x¸c ®Þnh bëi: a.e = (ϕ(a))(e), víi mäi a ∈ A vµ e ∈ E. B¶n th©n A lµ mét
module ph¶i trªn vµnh A. Gäi A⊗

A
E lµ tÝch tensor cña hai module A vµ E trªn vµnh A.

§Þnh nghÜa 2.43. Trang bÞ cho A ⊗
A
E cÊu tróc cña mét B-module tiÒn Hilbert víi t¸c

®éng ph¶i cña B trªn A⊗
A
E x¸c ®Þnh bëi

(a⊗ e).b = a⊗ (e.b) (a ∈ A, e ∈ E, b ∈ B)

vµ tÝch trong x¸c ®Þnh bëi

〈a1 ⊗ e1, a2 ⊗ e2〉 = 〈e1, ϕ(a∗1a2)e2〉 (a1, a2 ∈ A, e1, e2 ∈ E).

Khi ®ã bao ®ãng cña A⊗
A
E øng víi chuÈn c¶m sinh bëi tÝch trong ë trªn lµ mét B-module

Hilbert vµ ®­îc gäi lµ tÝch tensor trong cña A vµ E, ®­îc ký hiÖu lµ A⊗
ϕ
E, c¸c phÇn tö

a⊗ e cña A⊗
A
E, víi mäi a ∈ A, e ∈ E, trong A⊗

ϕ
E ®­îc ký hiÖu lµ a⊗

ϕ
e.

Trong tr­êng hîp A lµ mét C∗-®¹i sè ph©n bËc tÇm th­êng vµ E ph©n bËc bëi to¸n tö
ph©n bËc SE ta ®Þnh nghÜa mét to¸n tö ph©n bËc trªn A⊗

ϕ
E lµ SA⊗

ϕ
E = id⊗ SE x¸c ®Þnh

bëi
SA⊗

ϕ
E(a⊗

ϕ
e) = a⊗

ϕ
SE(e) (a ∈ A, e ∈ E).

Khi ®ã A⊗
ϕ
E cïng víi to¸n tö ph©n bËc SA⊗

ϕ
E ®­îc gäi lµ mét tÝch tensor trong ph©n bËc.



KÕt luËn

Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ nghiªn cøu c¸c kÕt qu¶ m« t¶ gÇn ®©y cña Mayer-Thomsen vÒ
®Æc tr­ng cña c¸c phÇn tö trong c¸c nhãm KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn, øng dông cña ®èi
ngÉu Thomsen trong KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn vµ nghiªn cøu cÊu tróc cña c¸c C ∗-®¹i sè
cña kh«ng gian thuÇn nhÊt. KÕt qu¶ cña luËn v¨n lµ ®· hoµn thµnh c¸c c«ng viÖc nghiªn
cøu sau:

• Nghiªn cøu tæng quan lÞch sö ra ®êi cña KK-lý thuyÕt nãi chung vµ KK-lý thuyÕt
®¼ng biÕn nãi riªng.

• Nghiªn cøu c¸c kÕt qu¶ nghiªn cøu míi nhÊt cña Mayer-Thomsen vÒ sù æn ®Þnh hãa
trong KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn.

• Tr×nh bµy tæng quan vµ sö dông ®èi ngÉu Thomsen trong KK-lý thuyÕt ®¼ng biÕn ®Ó
®­a ra mét chøng minh kh¸c cho mét kÕt qu¶ ®· cã.

• Tr×nh bµy tæng quan vÒ ch­¬ng tr×nh h×nh häc kh«ng giao ho¸n, tõ ®ã gi¶i thÝch xuÊt
sø cña viÖc nghiªn cøu cÊu tróc cña c¸c C ∗-®¹i sè cña kh«ng gian thuÇn nhÊt vµ ®·
thu ®­îc c¸c kÕt qu¶ nghiªn cøu cÊu tróc cña C ∗-®¹i sè C∗

n,k.
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28. D. Husemöller, M. Joachim, B. Jurčo, M. Schottenloher, Basic Bundle Theory and
K-Cohomology Invariants, Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg - New York, 2008.

29. K. K. Jensen, K. Thomsen, Elements of KK-theory, Birkhäuser, Boston - Basel -
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