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Kapitel 1

Implicit og invers funktions
seetningerne

I dette kapitel vil vi vise, at invers funktions ssetningen og ssetningen om implicit givne
funktioner er sekvivalente.

Diffeomorfi

Givet U C E,V C F er abne maengder i Banach rum F og F,og f: U +— V er en C"
differentiabel afbildning, r > 1.

Lemma 1. Huvis og kun hvis (i) f : U — V er bijektiv, og (i) differentialet D f(x) :
E — F er en toplineer isomofi for alle x € U, er f : U — V en C" diffeomorfi.
Den inverse funktion f=1 har differentialet (D f(z))~' i f(z) € V.

Bevis: Af (i) har f en invers afbildning, lad mig kalde den f=!: V s U. For ethvert
punkt y € V findes desuden et € U, sa f(x) = y. Af invers funktions setningen
findes nu af (ii) en &ben omegn P C U af x € U og en dben omegn Q C V afy € V, s4
f afbilder P C™ diffeomorft pa Q. Den lokale inverse funktion f~1|Q er altsa C" pa @,
sa alle op til r’te ordens partielle afledede eksisterer og er kontinuerte i punktet y € V.
Dette geelder jo i ethvert punkt pa V, og dermed er f=! C" pa V,0g f : U — V er en
diffeomorfi af klasse C".

Det omvendte resultat folger direkte af definitionen péa differentiabilitet.

Fordi f er en diffeomorfi, er f~'of = 1y og fof~' = 1y differentiable afbildninger
med differentialerne i z € U hhv. f(z) € V, er

Df~'(f(x)) o Df(x)=1g,  Df(x)o Df (f(x)) = 1r. (1.1)
Saledes er Df~1(f(x)) = (Df(x))* .

Partielle differentialer

Vi ser pa afbildninger i normerede vektorrum Fq, E5 og F'. Heri betragtes produktrum-
met 7 X Fs udstyret med maksimumsnormen.

En aben maengde U C E; X Es indeholdende x = (z1,22) € U betragtes. Vi un-
dersgger en afbildning f: U — F, der er C" differentiabel, r > 1.



Indskreenkningen af f til underrummet (F; X {zo} NU) C U kaldes f;; det parti-
elle differential langs E1, Dg, f(x) : E1 — F defineres ved Dg, f(x) = D fi(z1).

Tilsvarende defineres indskraenkningen fo og det partielle differential langs Fo,
Dp, f(x) ved D fa(x2).

Lemma 2. Differentialet D f(z) kan konstrueres ved de partielle differentialer D g, f(z),
Dg, f(x), sdledes at der for h € Ey og k € Ey gelder

DF(@)(1.F) = D [l + DSk = [Deuf(0) Def)] [1] (12

Bewis:
Betragt en vektor (h, k) € Ey1 X Eg, hvor h hhv. k er projektionerne af (h, k) pa F;
hhv. Es. Idet differentialet D f(x) er en lineser afbildning, er nu

Df(x)(h,k) = Df(z)(h,0)+ Df(x)(0, k). (1.3)

Vi skal udtrykke disse indskrzenkede differentialer ved de partielle differentialer. Se nu
pé definitionen af differentialet af f for en tilvaekst (h,0) € E1 x {0} € E». S& har vi

f(@ 4 (h,0)) = f(z) = (Df (@) [Ex)h + [|h][e(h, 0). (1.4)

Det er klart, at f(z + (h,0)) — f(z) = fi(z1 + h) — fi(x1).

Saledes er restriktionen af differentialet det samme som differentialet af restriktio-
nen. Argumentet er lige godt for en tilveekst indskraenket til E5. Derfor gaelder for
i =1,2, at

Df(2)|Es = D, f(x). (1.5)

Dette beviser med ligning (1.3) lemmaet.

1.1 Implicit funktions saetningen

Vi befinder os i Banach rummene X, Y og Z. Vi betragter en aben meengde U C X XY
og en C" differentiabel afbildning f : U — Z, r > 1. I det folgende vil vi betegne
punkter i U ved w = (z,y), hvorx € X ogy €Y.

Vi ser nu pa et givet punkt wy = (xo,y0) € U, hvor f(wg) = 0 og det partielle
differential Dy f(wp) : Y +— Z er en toplineser isomorfi.

Seetning 1 (Implicit funktions saetningen). Der findes dbne omegne W C X af
xo og V CU af (xo,y0), og en C" differentiabel afbildning g : X — Y, sd

[(z,y) € Vog fz,y) =0l &  [zeWogy=g(x)] (1.6)

Beuvis:
Vi indfgrer en hjalpeafbildning ® i 1), viser at den er en toplinezer isomorfi i 2) og
viser til sidst seetningen i 3).

1) Hjeelpeafbildningen @
Vi indfgrer en afbildning
DU X %7, By = (@ f@y). (1.7)

Komponentfunktionerne (vi kalder dem ®; og ®2) er C" differentiable, s& det er ®
ogsa.



Differentialet D®(wg) : X XY — X x Z er altsi en kontinuert lineser afbildning.
Det er klart, at D®(wqg) = (D®1(wo), DP2(wyp)). Heraf fas for ethvert h € X og k € Y,
idet ®@; er lineser og dermed sit eget differential,

D®(wo)(h, k) = (h, Df(wo)(h, k)). (1.8)

Ved lemma 2 deler vi D f(wg)(h, k) op ved de partielle differentialer langs X hhv. Yog
far (med 1x(h) = h):

1 0 h
D (wo)(h, k) = Dy ffwo) Dy f(wo)} M (1.9)

2) Differentialet D®(wq) er en toplineer isomorfi:

Vi ved, at D®(wp) er en kontinuert lineser afbildning. Vi vil vise, at den desuden er
bijektiv og dermed har en invers, og at denne ogsé er en kontinuert linezer afbildning:

For et vilkarligt punkt (h,k) € X x Z kan vi finde en lgsning (h, k) € X x Y til
ligningen ®(h, k) = (h, k): Af forste komponent ses, at vi mé have h = h. Heraf fas i
anden komponent, at Dy f(wg)k = k— Dxf(wo)il,. Denne har en entydig lgsning, idet
vi har forudsat, at Dy f(wo) er en toplineaer isomorfi, nemlig k = (Dy f(wo)) ™' (k —
Dx f(wo)h). Heraf er det klart, at D®(wyp) er bijektiv.

Vi har samtidig beskrevet den inverse afbildning (D®(wg))™: X x Z+— X x Y,

1 i 1 0 h
(D®(wo)) ™ (h, k) = —(Dyf(wo))i(loDXf(wo) (Dyf(wo))1:| M (1.10)

Séledes er den inverse linesere afbildning kontinuert, og D®(wp) er en toplineser iso-
morfi.

(Alternativt kunne vi her have brugt Banach’s seetning og sluttet ud fra, at D®(wg)
er en kontinuert linezer isomorfi mellem Banach rum, at ogsa den inverse linezere afbild-
ning er kontinuert. Saledes ville vi undgé eksplicit reference til den inverse afbildning.)

3) Bevis for Implicit funktions seetningen
Da D®(wyp) er en toplineser isomorfi, findes ved invers funktions sesetningen abne om-
egne Ve U ogV € X x Z af wy hhv. ®(wy), s ® afbilder V C" diffeomorft pa V.
Der findes altsa en invers afbildning ® ! : X x Z +— X x Y, der er C" differentiabel.
Straks formindsker vi den abne maengde V til en aben kugle B omkring (o, f(wo)).
Da ®~! er kontinuert, er ®~!(B) en aben omegn af wy i X x Y. Vi kan siledes
erstatte V med ®~1(B) og V med B i ovenstéende. Opstillingen er illustreret pa
figuren nedenfor.
Lad nu W’ = V N X x {®(wp)}. Maengden identificeres ved projektion med en
delmeengde W C X ved W x {®(wg)} = W’. Her bliver W indlysende en aben om-
egn af ©9 € X. Af definitionen af ® er forstekomponenten (X-delen) usendret under

1%
Y 174 A
0y o /(I) 0
X X



afbildningen, sa der geelder (z,y) € V. = x € W. Nu, hvis (z,y) € V og f(z,y) =0,
geelder @(z,y) = (,0) og dermed (z,y) = ®~*(x,0). Heraf defineres en C" differen-
tiabel afbildning g : W Y ved g(x) = &, (x,0). Dermed geelder 2 € W og y = g(x).

Omvendt geelder, at hvis x € W og y = g(x), dvs. (z,y) = (=, o5 (x,0)) = @ 1(x,0),
s er f(x,y) = ®a(x,y) = 0. Desuden er (z,y) € =1V =V.

Eftersom ®|V : V — V er en diffeomorfi, viser lemma 1, at differentialet D®(w) i

et vilkarligt punkt w € U er en toplineger isomorfi. Dermed skal ogsa Dy f(w) veere en

toplinezer isomorfi, og vi bestemmer ganske som i 2) (D®(w))~?!, der jo er differenti-

alet D®~1(®(w)) for den inverse afbildning ®~! i punktet ®(w). Det er bestemt ved

ligning (1.10), hvor man blot i udledningen erstatter wo med et vilkarligt w € U.
DaVz € X : g(z) = ®5*(x,0), er det nu klart med lemma 1, at

Dg(z) = Dx®3 ' (2,0) = —(Dy f(~(2,0))) "' o Dx f(2~}(2,0))
= —(Dy f(z,9(x)))"" o Dx f(x, g(2). (1.11)

Saledes er Implicit funktions szetningen vist.

1.1.1 Eksempel: Endelig dimension

Betragt tilfeeldet X = R", Y = R™ og Z = RF for numre n, m og k. Vi sgger forst
matrixrepresentationen af de partielle differentialer Dx f(z) : X — Z, Dy f(z) : Y —
Z taget i punktet z € U C X x Y.

For en vektor (h,0) € X X Y, hvor h € X, ser jeg pa den definerende ligning for
differentialet D f(x):

[+ (h,0)) = f(z) = L(h,0) +(h)|[], (1.12)

hvor € er en epsilonfunktion og || - || en norm i Y. Her atheenger den linesere funktion
L af h € X alene, og vi har netop Dy f(z)(h) = L(h,0). Lad {e}", betegne den
kanoniske basis i X = R". For h = a;eX med a; ZO ernufori=1,...,n

i

arlf(@ + (e, 0)) = f(x)] = Dx f(x)e; +e(h). (1.13)

a;

I greensen a; — 0 defineres den partielle afledte az—é((x) € Z mht. den i’te koordinat
som venstresiden, og vi har Dx f(z)eX = £—§(x) Idet Dx f(z) er lineser, far nu for

reelle hy,...hy,
of

X
Oy

of

Dx f(z)(hief + -+ hpe)) = 92

(x)hy + -+

(). (1.14)

I matrixnotation ved den kanoniske basis i X og en basis i Z, mht. hvilken f =
(,fl;---;fk); fas for h = (hl,...,hn) cX

Dy f(x)h =D f(x) b (1.15)

Her er h sgjlematricen for h og matrixrepraesentationen for det partielle differential
Dx f(z) defineres elementvis ved [D  f(z)]i; = 9f: (). Her opdeles de partielle af-

X
J
. . of 9
ledte i koordinater 8;} () = [—8;} (x)];.




Fuldstezendig tilsvarende bestemmes matrixrepraesentationen for det andet partielle
differential Dy f(x), og vi far blot for k = (k1,...,kn) € Y ved den kanoniske basis
iY =R™, Dy f(z)k = D f(z) k, hvor (D, f(x))ij = 2% (x), hvor 2% (x) som for

Y Y
8mj ij

angiver den partielle afledte af f; med hensyn til j'te koordinat i Y = R™.

Forudseet, at matricen for det partielle differential af f langs Y i punktet wo = (x0, yo),
D, f(wo), er reguleer; samt at f(zo,yo) = 0.

Sa giver implicit funktions setningen, at der findes abne omegne W C X af zg og
V C U af wg, og en afbildning g : X — Y, sa:

1) Ve e W: (z,9(x)) €V og f(z,g(x)) = 0;

2) hvis (z,y) € V og f(z,y) =0,er x € W og y = g(x).

Desuden fas, at den fundne afbildning g har differentialet Dg(x) = —[ny(wo)]*lgxf(wo),

hvor de partielle differentialers matrixrepraesentanter er fundet herover, og []~! be-
tegner den inverse matrix.



1.2 Invers funktions ssetningen

Sluttelig vil vi vise, at implicit funktions ssetningen ogsa medfgrer invers funktions
seetningen.

Betragt Banach rum Y og X og en aben delmeengde 2 C Y. Givet er en afbildning
f:Q— X, der er C” differentiabel, r > 1.

Lad yo € U veere et punkt, hvor differentialet DF(yp) : Y +— X er en toplineser
isomorfi.

Setning 2 (Invers funktions sstningen). Der findes dbne omegne Uy C Q af yo
o9 Ux C X af F(yo) € x, sa F|Uy : Uy — Ux er en C" diffeomorfi.

Den inverse afbildning F~! har i et vilkarligt punkt x = F(y) differentialet DF~1(F(y)) =
—(DP(y)".

Beuvis:
Lad Z = X. En given afbildning f : X x Q +— X, f(z,y) = F(y) —x, hvor F: Q — X
er C" differentiabel. Bemeerk, at Dy f(z,y) = DF(y).

Her er f(z,y) =0 & F(y) =x.

Givet et punkt (xg,yo) € X xQ, hvor o = F(yo), og DF (yo) : Y — X er en toplineser
isomorfi. Den gamle forudseetning fra implicit funktions seetningen, at Dy f(xo,yo) :
Y — X er en toplineger isomorfi, opfyldes under denne forudszetning.

Saledes giver implicit funktions seerlingen, at der findes dbne omegne W C X af
2o 0g V C (X x Q) af (zo,y0) og en C" differentiabel afbildning g : W — Y, s&

[(z,y) € V ogx = F(y)] & [t € Wogy=g(x)] (1.16)

Direkte heraf ses, at V=W x g(W). Saledes findes altsd d4bne omegne W C X af ¢
og U =g(W)CY af yg, s& FIU : U +— W er en C" diffeomorfi.

Den inverse afbildning g : W +— R har i et vilkarligt punkt « = F(y) €¢ W
differentialet Dg(z) : X — Y givet ved implicit funktions seetningen:

Dg(z) = —Dy f(x,y) "' o Dx f(z,y) = —(DF(y)) ' o 1x
— —(DF(y)", (117)

og saledes er sammenhaengen mellem de to ssetninger vist.



Kapitel 2

Linesere 1sometrier 1 reelle
vektorrum

Det vil i dette afsnit blive bevist, at rummet af linesere isometrier O(n), ogsa kaldet den
ortogonale gruppe, som er en delmaengde af rummet af linesere afbildninger L(R™, R™),
er en kompakt differentiabel mangfoldighed af klasse C*° og dimension fn(n —1).

Lad (-, ) betegne det seedvanlige indre produkt i R™. T det fglgende vil z; veere vektorer
i R, og x;; veere j'te koordinat til x;. Ved d;; forstas Kronecker’s delta. Betragt
maengden

Mz{ (1,...,2,) € R™*" (z;,2;) = 0i; foralle i,j=1,...,n } (2.1)

Saetning 3. M er en kompakt, differentiabel mangfoldighed af klasse C*° og dimen-

sion in(n —1).

Beuvis. Definér for i,j = 1...n funktionerne

gij : Rnxn = R, gij(gl, . ,gn) = <!E x > — 5ij~ (22)

—i’—j

Det er klart, at (z;,...,2,) € M hvis og kun hvis for enhveri,j =1...n, g;j(2;...2,) =
0. Opfatter vi g;; som koordinatfunktioner for en afbildning G : R"*" — R™*", vil
M fremkomme som nulpunktsmeengden af G, altsd M = G~1({0}). Da {0} € R"*"
er en afsluttet meengde, og da G har lutter kontinuerte koordinatfunktioner, er M
afsluttet. M er trivielt begraenset udfra definitionen. Da de kompakte delmeengder i
reelle vektorrum netop er de begraensede og afsluttede, er M saledes kompakt. Det
skal nu vises, at M har dimension %n(n — 1) og er C"-differentiabel.

Dan nu for p,q = 1,...,n matricerne J s R™ ™ hvor det ij’te element fremkommer
ved at differentiere g;, med hensyn til z4;, sa

991 .. 99

6$q1 aqun
J = (2.3)
Zpq . :

Ognp .. Ognp

0T q1 T gn

11



Jacobimatricen J € R %"’ for afbildningen G kan da skrives kompakt som en stak af
matricer ipq, altsa

o] (L]
Lemma 3. Hver af matricerne ipp er requleer.

Bevis. Det ij’te element af épp udregnes ved differentiation:

8 a 21‘”‘ fOI' 7= P
Wm<§”£p> = Wm {xllxpl + ...+ l'q,nxpn} = { .13” fOI' i ?é D . (25)
Dermed kan épp skrives
[ T11 Tin ]
T(p—1)1 T(p—1)n
= 2xp1 2Zpn (2.6)
L(p+1)1 L(p+1)n
L Tnl Tnn i

Reekkerne i denne matrix er indbyrdes ortogonale ifglge betingelserne i 2.1, og matri-
cen er saledes regulzer, hvilket skulle vises.

Betragt igen J opdelt i delmatricer épq. Det vides nu, at 411 har rang n. Dette med-

forer dog ikke, at J har rang n2. Betragt for eksempel n + 1'te raekke i J, som frem-
kommer udfra det indre produkt (z,,z,). Denne rackke er identisk med anden rackke
i J, der fremkommer udfra (z,,z,), da det indre produkt er symmetrisk. Generelt
vil de p — 1 forste reekker i J , vere identiske med rasekker med mindre index. Mere
specifikt geelder dette netop for raekkerne som fremkommer udfra skalarprodukterne
(Zp>21),- -+, (Zp 2, 1). Der kan altsa ses bort fra disse raekker uden at rangen af J
pavirkes. I det fglgende vil det blive vist, at delmatricerne J g i J hvor p > ¢, udover
disse linezert afhsengige raeekker indeholder lutter nuller.

Det ij’te element af épq , ¢ # p, udregnes ved differentiation:

) 9 | N
(z =—{zazp + ...+ TinTpn} = { xp; for i=gq

8xqj —i7£p> axqj 0 fOI' Z;é q . (27)

Betragt nu de épq, hvor p > ¢. Hvis disse skal have elementer forskellige fra 0 kraeves
som netop vist ¢ = ¢ - disse matricer kan altsa kun have elementer forskellige fra 0 i g’te
rackke. Men eftersom p > ¢, vil enhver sadan raekke veere identisk med en anden raekke
af lavere index i J, og rangen af J er saledes upavirket af delmatricerne J o’ hvor p > gq.



Ved gausselimination af J vil de forste n sgjler bidrage med n til rangen, da J L er
regulaer. Ignoreres de raekker i J, som er identiske med raekker af mindre index, vil det
kun veere ngdvendigt at foretage rackkeoperationer som péavirker de gverste n reekker,
da de resterende (under "diagonalen"i J) er nul. De neste n sgjler vil bidrage med
hojst n — 1 til rangen, da én af rackke er identisk med en tidligere reekke og derfor
frasorteret. At der rent faktisk bidrages med n — 1 til rangen sikres af, at de resterende
raekker i Joo er linezert uafhsengige som vist. Fortsaettes pa denne made, vil hver af de
n delmatricer ipp fore til et bidrag n + 1 — p til rangen, sa den samlede rang bliver

p:n-i-(n—l)—l-...—l-l:zn:i:%n(n—f—l). (2.8)

i=1

Nulliteten v af matricen udregnes dernzest, idet sgjletallet er lig med summen af rang
og nullitet. Der fas derfor v =n? — p = In(n — 1) for alle z € M.
Det ses nu at M er en mangfoldighed med dimension v = %n(n— 1). M er differentiabel
af klasse C'°°, eftersom de indre produkter er C'*°, hvilket skulle vises.
Vi vender nu opmerksomheden mod linesere isometrier. Lad (eq, ..., e,) betegne den
seedvanlige basis i R™. Betragt heri rummet af linesere isometrier O(n) og definér
afbildningen

®:0(n)— M, ®(L)=[L(e),...,L(en)]. (2.9)

Saetning 4. ¢ er en homeomorfi.

Bewvis. Det skal vises, at ® er injektiv, surjektiv, kontinuert og har kontinuert invers.
Betragt for vilkarlige isometrier L; og Lo i O(n) ligningen

O(L1)=P(La) < {Li(er) =La(er)}A... A{Li(en) = La(en)}- (2.10)

Da enhver vektor i R™ kan udtrykkes som linearkombination af basisvektorer, og da
billederne under L; og Lo af samtlige basisvektorer er identiske, vil enhver vektor
grundet linearitet have samme billede under L; og Lo, altsa L1 = Lo. Hermed er ®
injektiv. For at vise surjektivitet skal det undersgges, hvorvidt der for ethvert Y =
Y;7..Y,, € M findes en lineger isometri L € O(n), sa

B(L) =Y < {Ller)=Yi}A...A{L(en) =Y,}. (2.11)

Da enhver linezer isometri er reguleer, har samtlige af disse ligninger netop én lgsning.
Afbildningen ® associerer blot linezere isometrier med deres matrixfremstillinger med
hensyn til den saedvanlige basis. Kontinuitet af ® fglger dbenlyst. Kontinuitet af den
inverse, @71, fglger af, at ® er kontinuert, at O(n) er kompakt, og at M er Hausdorff.
Altsé er ® en homeomorfi.

Hovedresultatet for dette afsnit er dermed opnéet: rummet af linezere isometrier O(n) i

R™ er en kompakt, differentiabel mangfoldighed af klasse C'*° og dimension %n(n -1).






Kapitel 3

Indleegning af differentiable
mangfoldigheder i vektorrum

Det vil i de fglgende afsnit blive vist, at enhver n-dimensional C"-differentiabel kom-
pakt mangfoldighed, hvor r > 1, kan indleegges i et euklidisk vektorrum af tilstrackke-
ligt hgj dimension. Der vil herunder blive vist en reekke delresultater eller lemmaer,
som fgrer frem til dette.

3.1 (*°-udvidelser af kort pa mangfoldigheder

Betragt en n-dimensional differentiabel mangfoldighed M af klasse C" modelleret over
R™ med den sadvanlige euklidiske norm ||-]].

Saetning 5. For ethvert x € M findes en dben omegn U af x og en afbildning ¢ :
M — R™ af klasse C", s U sammen med restriktionen ¢|U af ¢ til U udgor et kort
(U, 9|U) pd M.

Beuvis. For vilkrligt fastholdt xg € M, lad (V, 0) veere et kort pad M, s& xg € V. Altsa
udger (V) en omegn omkring yo = 6(xp), og der findes saledes et tal ¢ > 0, sa de
to koncentriske kugler B.(yo) og Ba:(yo) omkring y er helt indeholdt i §(V'). Planen
er at definere ¢ som en restriktion af 6 til urbilledet af B.(yo), og udvide til resten af
M, sa ¢ = 0 udenfor V. For at sikre differentiabiliteten i det mellemliggende omréade
defineres derfor en C* lokaliseringsfunktion A : R — R. Lad

_J exp(—=Z%) for x>0,
Alz) = { 0 for x<0. (3.1)
For x > 0 gaelder
d 2 1
a)\(x) =3 exp(—ﬁ) —0 for xz—0+. (3.2)

Funktionen er saledes differentiabel i x = 0, og differentiabilitet af h@jere orden kan
nemt vises ved induktion. A er altsa af klasse C*°. Herudfra kan en anden C'°°-funktion
Pab - R™ — R defineres, sa for b > a > 0,
2
A@* —|Ir[[")
2 2 :
O = I71I") + AlIr|]" = a?)

Pan(r) = < (3-3)
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Denne funktion er C* og antager veerdien 1 for ||r|| < a og 0 for ||r|| > b. Seet a = ¢
og b= 2e.

Lad nu U = 6~ (e(yo)) og U = 07 1(2e(yo). U og U er altsa urbilleder af abne
kugler i V' C R"™ under den kontinuerte funktion 0, og saledes selv abne meengder i M.
Betragt 0|U, dvs. restriktionen af 6 til U. (U, 8|U) udger et kort pa M. Nu skal 0|U
blot udvides til hele M. Seet

| 0(z)(pe2e00)(x) for =xeV CM,
¢(z) = { 0 ellers. (34)
For z € U er ¢ produktet af C"-funktionen 6 og C'*°-funktionen p. Langs randen af U
vil ¢ g& imod 0 pa C"-differentiabel vis. Udvidelsen til ¢ V er derfor C" upévirket
af gaffelforskriften. Hermed er ¢ af klasse C" defineret pa hele M, s& (U, ¢|U) udger
et kort pa M, hvilket skulle vises.

3.2 Overdakning af kompakte mangfoldigheder

Lad M veere en kompakt, n-dimensional differentiabel C"-mangfoldighed.

Lemma 4. Der findes en dben endelig overdekning Uy, ..., Uy af M, samt C" -funktioner
Ply-- s Ok OF P1y--- 3Pk, 0 =1...k,

i M —R" o9 p;:M—R, sd (3.5)
1. (Ui, ¢i|U;) udgor et C"-kort pa M,
2. pi(x) =1 hvis og kun hvis = € Uj,
3. Ele pi(x) > 0 for ethvert x € M.

Beuvis. det er i sidste afsnit vist, at der omkring ethvert x € M findes en omegn og
en C"-funktion hvis restriktion til omegnen definerer et C"-kort pa M. Udstyr derfor
ethvert punkt z € M med et sddant kort. Disse kort udggr nu en overdasekning af M.
Eftersom M er kompakt kan denne overdeekning udtyndes til en endelig overdeekning
bestaende af k elementer for et eller andet k. Hermed er forste punkt eftervist. Veelg nu
funktionerne p; og ¢; i overensstemmelse sidste afsnits definitioner, altsa ifglge ligning
(3.3) og (3.4).

Med disse definitioner fglger anden betingelse umiddelbart. Tredje betingelse folger
af, at ethvert « € M ligger i en eller anden meengde U;, s& summen Zle pi(x) har et
positivt led. Da alle led er mindst 0, bliver selve summen positiv. Det gnskede er altsa
vist.

Definér nu f : M — ROHDXE yed

f) = . (3.6)
pr(z) .. pr(2)

Lemma 5. f(z) er en homeomorfi pa sit billede f(M).

Beuis. det skal vises, at f(x) er injektiv, surjektiv, kontinuert og har kontinuert invers.
Surjektiviteten folger direkte af definitionen.



f er injektiv: antag f(x1) = f(x2). Dermed skal for samtlige ¢ = 1..k geelde ¢;(x1) =
oi(x2) og pi(x1) = pi(x2). Eftersom M er overdeekket af omegne U;, hvor p; = 1 netop
i afslutningerne U;, vil der for ethvert z findes et i, hvor der geelder p;(z1) = 1 og
folgelig p;(x2) = 1. Det understreges, at p;(x) = 1 hvis og kun hvis z € U;, hvorfor
x1 og x2 da ngdvendigvis ma ligge i U;. Eftersom restriktionen af ¢; er injektiv i Uj,
hvor kravet ¢;(z1) = ¢;(x2) geelder, fas nu x1 = x3. Dermed er f injektiv. Bemaerk,
at dette geelder selvom der findes yderligere overlappende omegne som indeholder x;
eller xo.

At f er kontinuert fglger af, at samtlige koordinatfunktioner som f er opbygget
af, er kontinuerte. Da f saledes er en kontinuert bijektiv afbildning af et kompakt
topologisk rum, M, ind i et Hausdorff rum, R(+*)** har f en kontinuert invers f 1.

Saetning 6. f er en indlegning of klasse C.

Bevis. Da f er en homeomorfi skal det blot vises, at f er differentiabel af klasse C'",
samt at differentialet i ethvert punkt er injektivt.

En afbildning mellem to mangfoldigheder f : M +— N siges at vaere C”-differentiabel,
safremt enhver sammensaetning ¢ o f o1 ~!, hvor ¢ og 1 er kort pa henholdsvis M og
N, er C"-differentiabel. T dette tilfzelde kan billedrummet f(M) C R(™+1)*k opfattes
som en differentiabel mangfoldighed modelleret pa sig selv, med identiteten som kort.

Koordinatfunktionerne til ¢ o f o 1)~! er dermed alle differentiable af klasse C".
Det skal nu blot sikres, at differentialet D(¢o f o1 ~1)(xg) er injektivt i ethvert punkt
xg € M. Dette er ensbetydende med at afbildningsmatricen for differentialet er regu-
leer overalt. For enhvert 2o € M vil mindst én koordinatfuntion p;(z¢) # 0, og det er
da tilstreekkeligt at vise, at differentialet her har reguleer afbildningsmatrix. Dette er
netop tilfzeldet, eftersom ¢; er en diffeomorfi. Altsé er f en indleegning.

Det er nu bevist, at enhver kompakt, n-dimensional differentiabel C"-mangfoldighed
kan overdaekkes med et eller andet antal kort, k, og ved en fast procedure indleegges i
et reelt vektorrum af dimension (n + 1)k.






Kapitel 4

Kim af aftbildninger

4.1 Exercise 15.1

Betragt den abne meengde U C R™ og lad f : U — R™ veere af klasse C.

Péastand. Hvis f har lutter ikke-degenererede nulpunkter, s& vil enhver kompakt del-
meengde K C U hgjst indeholde et endeligt antal nulpunkter for f.

Bevis. Beviset fgres indirekte. Antag at f har uendeligt mange nulpunkter i en kompakt
og dermed fglgekompakt delmengde K C R™. En uendelig folge i en folgekompakt
mangde har mindst ét fortaetningspunkt i meengden, x¢. I enhver udprikket omegn af
xo findes der altsa et nulpunkt.

Nar ikke o er degenereret, si er D f(xzg) en isomorfi, og der findes saledes en
udprikket omegn omkring ¢ hvori f(x) # 0. Dette er imidlertid i strid med at f har
et nulpunkt i enhver udprikket omegn om x¢. Saledes kan f hgjst have endeligt mange
nulpunkter i K, hvilket skulle vises.

4.2 Rang og ekvivalens af kim

Vi betragter R? med koordinaterne (u,x) € R2.

1) Vi vil betemme rangen af afbildningen F: R? — R? i alle punkter (u,x) € R?,
nar F er defineret ved:

i) F;(u,x) = (u,x). Rangen kan findes ved at kigge pé& rangen af matricereprzesenta-
tionen for differentialet DF'(u, z) (Jacobimatricen). Da Jacobimatricen er: DF;(u, x) =

10 . 9
0 1 | mérangen veere 2.

ii) Fy;(u,x) = (u,2?). Jacobimatricen er:

1 0
Determinanten er:
1 0
DF;i(u,r) = ' 0 2 ' =12z =2z (4.2)
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Af Jacobimatricen kan det ses at hvis determinaten er 0 vil matricen have rang 1,
ellers er rangen 2.

iii) Fyi(u,x) = (w,ux — 23). Jacobimatricen er:

DFyii(u,7) = [ b } . (4.3)

Determinanten er:

1 0

QFii(u’x): 0 wu— 322

=u— 32°. (4.4)

Af Jacobimatricen kan det ses at hvis determinaten 0 vil Jacobimatricen have rang 1,
ellers er rangen 2.

2) I tilfeeldene (i) og (iii) seetter vi K = {(ux) € R? | rk(yq) F = 1}.

Vi vil vise at K er en glat kurve i begge tilfaelde.

Hvis K for tilfselde ii) skal have rang 1, mé determinanten veere nul, s 2z = 0 <
x = 0. S4 K ma i tilfzeldet ii) give en kurve i R2. Kurven K er en ret linje pa u-aksen,
og da v € R ma K veere glat.

Hvis K for tilfzeldet iii) skal have rang 1, ma u — 322 = 0 & 32? = u. S& K ma i
tilfzeldet iii) ogsa give en kurve i R2. Kurven K er en parabel: 322 = u, og da v € R
ma K ogsa veere glat.

Vi laver en simpel parametrisering a: R — R? af K.
I tilfeeldet ii) skal x = 0, sa a; () = (¢,0). I tilfeeldet iii) skal 22 = u, si en parametri-
sering o kan gives ved ay;; (t) = (3t2,t).

Vi vil nu bestemme rangen af Foa for alle parametriserede veerdier af o:

I tilfeeldet ii) bliver Fy; o ay;(t) =Fi; (cus(t)) = (t,0). Sa Jacobimatricen er DFy; o

a;i(t) = { (1) ], s& rangen ma veere 1.

I tilfeldet ii) bliver Fy;; o i (t) = Fiii (o (t)) = (3t2,3t% x t — 3t) = (3t2,2t3). Sa

, sa rangen ma vaere 1 nar t = 0, ellers méa

Jacobimatricen er QFW o (t [ 612

rangen veere 2.
3) Vi vil vise at kimen (R?,0)—(R2,0) givet ved de tre glatte afbildninger ikke er
parvist sekvivalente.

Bevis.
I tilfeelde i) kan kimen geometrisk beskrives som afbildningen:

E
. SN .




Her afbildes netop et punkt (u,z) € R? ind i ethvert punkt F'(u,z) € R?.
I tilfeelde ii) kan kimen geometrisk beskrives som afbildningen:

' /\A.
iy —»

Her afbildes enten et eller to forskellige punkter (u;,z;) € R? ind i samme punkt
F(u,z) € R% rummet.
I tilfeelde iii) kan kimen beskrives som afbildningen:

l B
'. 7\ '

Her afbildes et, to eller tre forskellige punkter (u;,z;) € R? ind i samme punkt i
F(u,r) € R% rummet.

Hvis to kim skal veere ackvivalente geelder bogens! definition side 10 kapitel IV.
Sa hvis kimene F,, og F}, er sckvivalente, skal der findes kim H og G af diffeomorfier,
s HoF, = F, 0 G. H settes til identiteten, og G: (R?,z0)—(R?, x1). En differmorf
afbildning er en homeomorfi sa G skal veere injektiv.

Da to forskellige punkter under Fj; kan have samme billede, mens dette ikke er
muligt for F;, kan ingen injektiv funktion G opfylde den ovenstaende betingelse, og
séledes heller ingen diffeomorfi. S& kimen Fj; er ikke sekvivalent med kimen Fj!

Pé tilsvarende vis finder vi, at der ikke geelder sekvivalens mellem kimene Fj; og Fj,
ej heller E“ og F‘m

4.3 Morse kim

Vi vil vise at f: (R?,0) — (R,0) givet ved f(x,y) = > — 2y, er en Morse kim.
Vi har at % =2r—yog g5, = —T,sa partielle afledede i x, y = 0 er; %(0) =0=

gf = 0. Da alle de partielt afledede i x, y = 0 er nul sa er rangen (rgoF) i (x,y) =
(0,0) nul. £ ma derfor vaere en singuleer kim, da rgoF = 0 < min(2,1) = 1. Hessianten

er;

2 2
g | F0.0 7500 ] — [ 2 ] (4.5)
= L300 FHo0 0

1Vagn Lundsgaard Hansen: Grundbegreber i den Moderne Analyse. Institut for Matematik, DTU.
1995.



Determinanten af Hessianten er; |[H| = 2% 0 — (=1 —1) = —2 # 0. Da kimen f er
singuleer og determinanten af Hessianten ikke er nul er f en Morse kim (se bogen side
18 kapitel IV).

Vi vil bestem indekset af f. Vi finder forst egenveerdierne for H:

Hz—/\ -1

— )2 _ _9—
o O—AH_)‘ 21 —2=0. (4.6)

Ved at lpse andengradsligningen fas: A = 1 + v/3. Matricen H har altsi en negativ
egenveerdi A = 1 — /3 og derfor har f index 1.

Vi vil lave et koordinatskifte der bringer f ind i normal form. Vi omkriver fgrst f til

¢ —yxr = |7, . 4.7
i (@.7)
Vi finder egenveerdierne A for afbildningsmatricen
1-x -1 1 1+42
2 — )2 _ ) _ — _
‘ _% 0_)\‘—/\ A 4<:>A 7 (4.8)

Egenvektoren for \ = 1+2—‘/§ findes ved Gauss elimination;

-z g 1 V2+1 ~V2+1
[ %2 0_13_2\/5‘|N|:0 0 :|:>'U1:|: 1 ] (49)

Egenvektoren for A = 1+2—‘/§ findes tilsvarende;

o al [ 3 e [ e

1 0_127_\/§ 0 0 1
2 2

Vi kan nu finde den nye afbildningsmatrix A, idet;

<

1+v2 0
LAV = A = diag(\1, .., \p) = 2 VYRR (4.11)
Vi far heraf, at koordinatskiftet for f kan reprzesenteres ved matricen:

ﬁ—wzwm:ﬁ}zmm[%f f@]ﬁ}z (1.12)

<1 +2\/§> i+ (—1 _2\5) 7. (4.13)

Ved brug af Morse Lemmaet bogen side 22 kapitel IV far vi at for indeks 1 er
normalformen:

-

fr(@y, o xn) = f1(E,9) = 3 — 57 (4.14)
Dette passer med at koordinatskiftet er:

. (1. (1
x—y:v—(E—i—T)x +<§—7>

Altsa er index og normalform Morse kimen bestemt.

7. (4.15)



